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A csaknem 40 éve indult, igen sikeres Bolyai-
konyvek példatarsorozat két kotete, Barczy
Barnabas: Integralszamltas és Solt Gyorgy
Valoszmusegszamltas cimi kényve nemreég
jelent meg Uj kiadasban. Most a Differencial-
szamitas c. kotetet ajanljuk az Olvasonak,

megujult formaban, immar a 7. kiadasban. BARCZY BARNABAS

A sorozat konyveiben a szerzok kozépiskolai !
tanuléknak, féiskolai és egyetemi hallgatok- DI
nak adnak példakat, ismertetnek kidolgozott -

feladatokat.

A mi szerzdje a fejezetek elején roviden
Ssszefoglalja azokat az alapvetd elméleti is- ;

mereteket, amelyek a feladatok megoldasa- ‘

\
hoz sziikségesek. Ezutan részletesen kidol- ‘/
gozott gyakorlo feladatok kovetkeznek. ‘ t
Olvassuk el elészor a fejezet elején levo I
osszefoglalo részt! Ha az elméleti anyagot I
mar felelevenitettiik, kezdhetjiik onalléan { I
megoldani a gyakorlo feladatokat. A kapott I
eredményt és a megoldas menetét 6sszevet- ) I
hetjiik a konyvben koézolttel. |
A koényvet elsésorban egyetemi és fbiskolai |
hallgatéknak ajanljuk, valamint olyan k6zép- i
iskolas diakoknak, akik a realtudomanyok il
teriiletén szeretnék folytatni tanulmanyaikat. l
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Eloszo

Barmely kinyv megirdsakor igen fontos feladat, hogy figye-
lembe vegyiik a konyo céljat és olvaséinak eloképzettségét;
ezek a szempontok ui. lényegesen befolydsolidk a tdrgyaldsmo-
dot. Ez a kényv azok szémdra késziilt, akik a differencidlszami-
tds alapfogalmait egyénileg vagy eddigi tanulmdnyaik sordn mdr
elsajatitottik ; célja, hogy az Olvasé kiilonbozé példikon elsa-
jdtitsa a differencidlasi eljdrds biztos kezelését és alkalmazdsat.

A fejezetek elején roviden — ismétlésnek, emlékeztetének szdant
jelleggel — dsszefoglaljuk azokat az alapveté elméleti tudnivald-
kat, amelyek nélkiil a feladatok nem oldhaték meg. Ezutdn kévet-
keznek a részletesen kidolgozott gyakorlo feladatok.

E felépitésbél kivetkezik a konyv célszerii olvasdsi mddja.
Elszor olvassuk el a fejezet elején az osszefoglalo részt. Ha
az ott ismertetett elméleti anyagot mdr felelevenitettiik, a gya-
korlé feladatokat éndlléan kezdjiik megoldani. A kapott ered-
ményt és a megoldas menetét hasonlitsuk éossze a konyvben k-
zolttel. Ha rossz eredményre jutottunk, akkor ajdnlatos a hibdt
megkeresni, és sziikség esetén a tisztdzatlannak tinG elméleti
anyagot  megfelelé szakkonyvbdl ditanulmdnyozni (miel6tt
még ujabb feladat megolddsdval prébdlkezndnk). Ha jo
credményt kaptunk, de mds utat kévettiink, mint a konyvbeli
megoldds menete, akkor értékeljiik ki, melyik az egyszeriibb.
Fz a tovabbi példak megolddsa sordn hasznunkra lehet.

A kdnyv irdsa kézben nagyon sok segitséget kaptam a lektortdl,
Scharnitzky Viktortél. Eziiton is koszonom kozremiikodését,
ami nagyban hozzdjérult a konyv szinvonaldnak emeléséhez.

Az Olvasénak sok sikert kivénok a példik megolddsihoz. Ha
sikeriil elérnem, hogy megldssik a differencidlszamitds érde-
kességét és hasznossagdt, akkor nem dolgoztam hidba.

Budapest, 1967. szeptember

Bdrczy Barnabds



L. FUGGVENYTANI ALAPFOGALMAK

1. A fiiggvény megaddsi médjai

A differencidlszdmitds egyik legfontosabb alkalmazdsi terii-
lete a fiiggvények vizsgdlata. Ezért fontos a fiiggvénytan alap-
fogalmainak rovid dtismétlése.

E konyvben egyvdltozos, valds fiiggvényekkel foglalkozunk;
tehdt mind az egyetlen fiiggetlen valtozé, mind pedig a fiigg-
vényérték csak valds szdm lehet.

A fiiggvénykapcsolat definicidja: Az y mennyiség — a fiiggé
vdltozé — az x mennyiség — a fiiggetlen vdltozé — fiiggvénye,
ha x bdrmely sz6bajovd értékéhez y-nak egy vagy tobb meg-
hatdrozott értéke tartozik. Valamely fiiggvény értelmezési tar-
tomdnya azon értékek Gsszessége, amelyeket x felvehet. Az ér-
telmezési tartomdny lehet pl. a valés szdmok Gsszessége, . egy
vagy tobb szdmintervallum, az Gsszes egész szdm stb. Az y
értékek Osszességét, halmazdt értékkészletnek nevezziik.

A fiuggvénykapcsolatot legtobbszor értéktdbldzattal, gra-
fikonnal vagy formuldval adjuk meg. Egy mds megaddsi méd
az utasitds: jelentse pl. P(x) az x-nél kisebb primszdmok
szdmdt, amit csak Osszeszdmoldssal tudunk meghatdrozni.
Pl. P(20,5)=8, mert a 20,5-nél kisebb primszdmok a kovet-
kezok: 2, 3¢ S5 1,135 175:19!

E konyvben dltaldban formuldval megadott fiiggvényekkel
foglalkozunk, és bevezetésként ezek f8bb tipusait tdrgyaljuk.

Formuldval adott fiiggvény értelmezési tartomdnya azon
valds szdmok halmaza, amelyekre a formuldban kijelslt miive-
letek értelmezve vannak. Pl. y=Ig x fiiggvény esetében a kap-
csolat csak x=>0-ra van értelmezve.

A formuldval adott fiiggvény alakja lehet explicit; ilyenkor
y mint x fiiggvénye adott, vagyis az egyenlSségjel egyik oldaldn
y dll, mig a mdsik oldalon csak x-et tartalmazé kifejezés van.
Jelolése: y=f(x). A fiiggvénykapcsolat akkor implicit alakd,
ha abbdl y-t nem fejeztiik ki. Altaldnos alakja: F (e =i,



PL. explicit y = + /ri—x?; implicit x*+y* = r. Mindkét alak
ugyanazt a kapcsolatot irja le, az origé kézépponti és r su-
garu kort hatdrozza meg.

Megemlitjik még az un. paraméteres alakot is. Ilyenkor
x és y Osszetartozé értékei valamilyen harmadik mennyiség
(paraméter) segitségével adottak. Jelolése: x=x(1), y=y(t).
Az ugyanazon ¢ érték dltal meghatdrozott x és y értékek tar-
toznak ossze. Ilyen tipust fiiggvénymegaddst alkalmaznak
pl. sik-, ill. térbeli mozgésok leirdsdra a fizikdban, ilyenkor a

¢t paraméter az id6t jelenti.

2. Fiiggvények specidlis tulajdonsagai

Valamely fiiggvény vizsgdlatat és abrizoldsdt nagyon meg-
konnyitheti, ha ismerjik néhdny jellemzd tulajdonsdgdt. Ilyen
szempontbdl a kovetkezd tulajdonsdgokat emlitjiikk meg:

a) Pdros fiiggvények. Valamely y=f(x) fiiggvény akkor

e

paros, ha értelmezési tartoménya barmely x értékére igaz,
hogy f(x)=f(—x). Ez az egyenldség geometriailag azt jelenti,
hogy a fiiggvény gorbéje szimmetrikus az Y-tengelyre (1. dbra).

Ilyen fiiggvény pl. ¥ =x%, y=COSX.

1 e

.

b) Pdratlan fiiggvények. Valamely y=/(x) fiiggvény akkor
pédratlan, ha értelmezési tartomdnya bdrmely x értékére igaz,
hogy f(x) = —f(—x). Ez az egyenl8ség geometriailag azt
jelenti, hogy a fiiggvény gorbéje szimmetrikus az origora
(2. dbra). Ilyen fiiggvény pl. y=x3, y=sinx.

1. abra
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£
{Cx)

-3 2. é4bra

c) Pgriodikus fiiggvények. Valamely y =/f(x) fliggvé
peng@kus, ha {negadhaté egy olyanya);Oj;(zé)m, l%%;;nz}l]za;l::l{
mezési tartomdny bdrmely x értékére és bdrmely egész k
;:;tekret }glaz az T = f@c-}-ka) egyenloség. Ez geometriai-
3 glaz je CDEI, pogy a filiggvény olyan gorbe vagy egyenes-
flrdbokkal ,abrazolhaté, amelyek ,,a” szakaszonként ismét-
lodnek“’(3. dbra). Az ,,a” szakaszt a fiiggvény periédusdnak
nevezziik. Ilyen fiiggvények pl. a szogfiiggvények.

Y
3
2
o 4 Flxea
Ty T T X
i 3. dbra

d) Korlatos fiiggvények. Valamely y=f(x) fiiggvé j
k‘o,r[a{os, ha megadhaté egy olyarz, M gézn, ugi\;nyb;rl:;l;g{
x értékre j’”(x)>M. Az y=f(x) fuggvény feliilrél korlitos, ha
megadhatf) egy olyan M szdm, hogy bdrmely x értékre f(x) = M
H'a egy fuggvepy alulrdl is és feliilrdl is korldtos, akkor kor:
latosnak m.ondjuk. Ekkor megadhat6 egy olyan ’M>0 szdm
tgﬁ};’it :5 k;ivetkezzé fegyenl(*itlensc’:g igaz: |f(x)|< M. Alulréi

s Pt R ; o : it
s g:)szin x., eliilrdl korldtos y = —x2 Korldtos fiigg-

11



¢) Monoton fiiggvények. Legyen az (a, b) szdmkoz két tet-
szdleges helye x; és Xx,, tovabbd x, <X,. Az y=/f(x) fuggvényt
(a, b)-ben monoton novekedonek nevezziik, ha barmilyen x,-re
és xp-re f(x)=f(x2); szigorian monoton novekedének, ha
f(x,) <f(x2); monoton csokkendnek, ha f(x;) =f(xp); szigoruan
‘monoton csokkenének, ha f(x))>f(x,). Ha a fiiggvény teljes
értelmezési tartomdnydban monoton novekedd stb., akkor az
intervallum megaddsa nélkiil monoton novekedonek stb. ne-
vezziik. Szigoriian monoton novekedd pl. y=x3; szigorian
monoton csokkend pl. y = —x%. A 4. 4brdn ldathato fuggvény

3

g e W o e

az (a, b) szamkozben szigorian monoton novekedd, az (a, ¢)
szamkozben monoton novekedd, a (b, d) szamkozben monoton
csokkend, a (c, d) szdmkdzben szigoruan monoton csokkeno.

Az (a, b) intervallum lehet a fiiggvény teljes értelmezési tar-

tomdnya vagy annak egy része.

3. Inverz fiiggvénykapcsolat és inverz fiiggvény

Az y=f(x) fuggvény kapcsolatot dllapit meg az értelmezési
tartomdny x értékei és az értékkészlet y értékei kozott, vagyis
megadja, hogy adott x értékhez melyik — egy vagy tobb
— y érték tartozik. A hozzdrendelés azonban meg is fordit-
haté, vagyis kérdezhetjiik, hogy adott y értékhez mely — egy
vagy tobb — x érték tartozik; ilyenkor az y=/(x) fliggvény
inverz fﬁggvénykapcsolatdrdl beszéliink, szokdsos jelolése:
x = f~1(y) = @(y). Az inverz kapcsolatot kifejezd fiiggvény

12

fiiggetlen vdltozdja az eredeti fiiggvé iggd va j
et 2 ggvény fiiggd vdltozdja, értel-
mezési tart i fliggvé értékké g
ditva.l omdnya az eredeti fliggvény értékkészlete és for-
A'z edc.ligieket példdn foglaljuk Ossze: legyen y = x2 az eredeti
F un. direkt — fiiggvénykapcsolat; ekkor x = + |y az inverz
l(uggve-n):kapcsolat. Ha az Osszetartozé szdmpdrokat az X, Y
oordmatarezldszerben § dbrdzoljuk, ekkor mindkét esett;en
ugyanazt a gorbét kapjuk (5. dbra). Ha x=3 vagy x = —3
akkor y=9; forditva ha y=9, akkor x = +3. ’

i
AR SET g «-szi_ U=X2
: 8L il
| 7+ 52
| - |
| 5 ;
I 4_ y=9
AR R
; 2t |
: ! 1 2 f
s _= »l L T O | $%
e A ) S. dbra

Ha az inverz kapcsolatban a v4 5
la a k , dltozdkat felcseréljiik |
az'luj ijuggetle.:n vdltoz6t szokds szerint Ujra x-szel, ai l’lj, ftif:gzg
;/a tozgt peghg )f-nal. Jeldljiik, akkor az igy kapott fiiggvényt
fezl ere ::tl fiiggvény {inverz fiiggvényének nevezziik. A viltozok
- c:::! :tsic 'as koo_rdmata;engelyek felcserélését jelenti, s ekkor
4 €s az inverz fliggvény gorbéj —x sz 3
cgyenesre szimmetrikus. e Rl mbies o
h Példaul az y_=- x* fliggvény inverz fiiggvényét megkapjuk
a az x =+Vy inverz kapcsolatban a véltozék jelolését fel-
cseréljik: y = + Vx (6. dbra).

13
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6. dbra

526 ¥ i i figgvényt,
Az eléz6kben ugy hataroztul§ meg az inverz fig y
hog; az eredeti fiiggvénybdl kifejeztiik az x-et, majd't'e__lcserel-
tiik a véltozokat. Forditva is eljérh.atunk: elobP Sser'el_]uk n;leg
a vdltozokat és azutdn fejezziik ki y-t. fA‘Z e}ozo példa ,“.3.. af
ugy is megoldhato, hogy y=x>-ben a véltozokat felcseréljitk:
x=y% amibdl y= + Vx. -y
i : rt elofordulhat,
Az inverz kapcsolat fogalma azert’ fon,tos, me lhat
hogy segitségével az sszetartozo szamp?.rok konnyebben hat’a\t;
rozhaték meg, mint az eredeti fiiggvenxk.apcsola_ttal. Egyé
alkalmazdsait a differencidlszamitdsban ldtjuk majd.

4. Osszetett fiiggvények

Osszetett fiiggvénynek nevezzi'ik' az "olyax’l fuggvenyt, 2'1;‘;?1?:
nek fiiggetlen véltozdja egy mdsik fu'ggven)f ﬁxgg\{enye ¢ke.
Az dsszetett fiiggvényt kozvetett fiiggvénynek is szo}cas m}vczlnj.

Az y=sin x? fiiggvény Osszetett, mert x megadasa' utaxll1 f:t 3~
szor x* értékét kell meghatdroznunk, é§_ csak ezutdn l'e et a
kapott sz0g szinuszdt kiszdmitani. Az os§zctett ﬁlggzenytt.\g
valtozé bevezetésével (az 1j vdltozéra nézve) mem Osszete
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fuggvénnyé tudjuk 4talakitani. Most ezt az u— x® helyettesi-
téssel érjiikk el, ugyanis

v=sin x?; u=x?2
helyettesitéssel
y=sinu,

€z u-ra nézve mdr nem Osszetett fiiggvény. Ezt a kévetkezs-
képpen jelolhetjiik :

y=flux)}.

Tobbszorosen dsszetett fiiggvényekkel is taldlkozhatunk.
Tekintsiik pl. az y=sin?3x fiiggvényt. .

Hatdrozzuk meg a fiiggvényértéket valamely x, helyen!

Eloszor kiszdmitjuk 3x, értékét, ezutdn meghatdrozzuk
sin 3x, értékét; majd ezt négyzetre emeljiik. Mint az eljarasbdl
is 1dthatd, a 3x az x-nek fiiggvénye, de a sin 3x-nek a fiiggetlen
vdltozéja. A sin 3x pedig a sin?® 3x fiiggetlen vdltozdja.

Az elGbbieket a kovetkezd médon irhatjuk:

y=sin?3x; wu=sin3x; v=3x.
y=u?, ahol u=sinv é p=3x.

Az y tehdt w-nak ,kozvetlen” figgvénye; v-nek mdr (,,két-
szeresen™) Osszetett fiiggvénye, mig x-nek ,»hdromszorosan”
Gsszetett fiiggvénye. Ezt a kovetkezoképpen jelolhetjiik :

y=flulo(x)]}.

Gyakorlé feladatok

- s ﬂ I T e
1. y=sin®3x. Hatiarozzuk meg az xozﬁ-hoz tartoz6 fiiggvény-
értéket!
Az u=sin3x és v=3x helyettesitést alkalmazva:

n hligr 1 (l e |
. —; u=sin—=—; y=[_—_} =_
1806 iz Bfvdis G@ildb 8

15



2. y=Vx*+5. Hatirozzuk meg a figgvény helyettesitési értékét az
Xo=2 helyen!
y=Vu, ahol u=x'+5; u(x)=ug=4+5=9;
y(ug) =Yg =V9=3.

/23x—15 s =5 vk
3. y=lgV e . Hatirozzuk meg a fliggvény x, helyen

figgvényértékét!
23x-15
y=Igu, ahol u=Vo é v= b 5
23.5-15
5-4

v(Xo) =0 = =115-15=100;

u(ve) =uo=V100=10; y(u)=1g10=1.

Tehét y(xg)=1.
4 y=£g shion 3:3 (Az adott filggvény négyszeresen dsszetett.) Haté-
rozzuk meg az x.=—§- helyhez tartozd fiiggvényértéket!

y=l§ u; u=sino; v=CO0s Z; z=3Xx;
X %
z(x‘)=z.= 3.;-=—5-;

l-
-

w|a

0(Zo) = vy = COS

N | -
1

u(vy) = Ug=sin —.

A sin l — mint tudjuk — azt jelenti, hogy a 0,5 radidn nagysigd szog
2 "

szinuszit kell meghatdroznunk. Mivel 1 radidn =:57,3°, ezért 0,5 radidn =~
~28,65°.

1
u, = sin 3 sin 28,65° = 0,4795.

(1) = g 0,4795 ~ 0,6808 — 1 = —0,3192.
Tehdt y(xg) = —0,3192.
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S. Elemi fiiggvények

A fiiggvényeket feloszthatjuk algebrai &s transzcendens fiigg-
vényekre. Az algebrai fiiggvények kozé tartoznak a racionilis
egész, raciondlis tortfiiggvények, valamint az algebrai irra-
ciondlis fiiggvények. A nem algebrai fuggvényeket transz-
cendens fiiggvényeknek nevezziik.

A kovetkez6kben néhdny fontos elemi algebrai, ill. transz-
cendens fiiggvényt adunk meg.

a) Raciondlis egész fiiggvények. A racionilis egész fiiggvény
explicit alakjdban a fiiggetlen viltozé csak Osszeaddsban, ki-
vondsban, egész kitevgjii hatvdnyozdsban szerepel. Altaldnos
alakja:

Yy =a,x"+a,_;x"" 1+ ... +a,.

ay, --., a, tetszdleges valés szdmok. Ha a, =0, akkor a fiigg-
vényt n-edfoki egész fiiggvénynek (jobb oldalit n-edfokt
polinomnak) nevezziik.

Néhdny raciondlis egész fiiggvény:

Elsofoku fiiggvény (linedris fiiggvény): y = ax+b. Itt a=0
¢és b valés szdmok. A fiiggvény képe egyenes (7. dbra). (Ha
a=0 — amikoris nulladfoki: a fiiggvény —, akkor az egyenes

0

Y
by O ~:Po‘\/><\*lo

a-tgo) < .
: > X= '~§ S

/( v o e
L4 X 7. abra

az X-tengellyel pdrhuzamos, és az Y-tengelyt & ordindtdji
pontjdban metszi.) Ha b =0, akkor az egyenes az origdn megy
it; ez a kapcsolat fejezi ki az egyenes ardnyossdgot.

2 Differenciilszdmitis i



A O §sod-

Mdsodfoku fiiggvény: y = ax®+bx+c (,a;éO). A misod-
foku fiiggvény képe parabola. Ha a>0 (8. dbra), akkor szdrai
felfelé irdnyulnak; ha a<O0 (9. dbra), akkor lefele. N!mdkét
esetben a parabola szimmetrikus egy, az Y-tengellyel parhuza-

mos szimmetriatengelyre. ¥
‘SZO: ax"4+bx tc

b AT E kal)

"\ K1 e
o
y=ax’+bx+C
a>0

Zb ﬂtv&%"f/ ho{

- gﬂ 5 U ‘
ogn./t ~ X \J/

bL = Lf 4
8. sbra

Fjo( x7= ;b/l au=h
” = o L + b,<-bz‘ S -
o N

e 9 i .
2ot ;‘L";-—‘T‘(/:\ﬁ
Hd Lot
~ e btl ke o
X La
- —bl“!’ L)O’:’;:L{

(%4
y-ax*bx+C
a<d

9. abra
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A magasabbfoki raciondlis egész fiiggvényekkel csak a
feladatok megolddsa sordn foglalkozunk.

b) Raciondlis tortfiiggvények. Azokat a fiiggvényeket, ame-
lyek explicit alakjdban az elGbbicken kiviil a fiiggetlen viltozé
osztoként is szerepel, raciondlis tortfiiggvényeknek nevezziik.

A raciondlis torifiiggvények mindig felirhatok két raciondlis
cgeész fuggvény hdnyadosaként, igy dltaldnos alakjuk:

B o w0 s S
T ol T WU

Ys

1
W o X
10. 4bra
Yi
‘ __-1_
il e A
L
X
(a<0) 11. 4bra

2.
19



Altaldban feltételezziik, hogy ebben az alakban mar egyszerii-
siteni nem lehet. A legegyszeriibb raciondlis tortfiiggvény:

a

 hwies

A fiiggvény képe hiperbola, amelynek tengelyei a koordindta-
rendszer szogfelezdi. (L. a 10. dbrdt ¢=0, ill. a 11. abrat
a<0 esetén.) Ez a fiiggvénykapcsolat fejezi ki a forditott ard-
nyossdagot.

Specidlis raciondlis tortfiiggvény:
ax+b
cx+d

A linedris tortfiiggvény két elsdfoku fiiggvény hdnyadosa.

Mds tortfiiggvények vizsgdlatdval csak a gyakorld feladatok
sordan foglalkozunk.

Linedris tortfiggvény: y = (a9 c—0)

c) Algebrai irraciondlis fiiggvények. Azokat a fiiggvényeket,
amelyek explicit egyszeriisitett alakjdban a fiiggetlen viitozo
az el6zokon kivil gydkvondsban is eldfordul, irraciondlis
fliggvénynek nevezziik.

Néhdny irraciondlis fliggvény:

y=+Vax+b (a =0).

A figgvény képe az X-tengelyre szimmetrikus parabola.
(L. a 12. dbrdt a=0, ill. a 13. dbrdt a <0 esetén.)

y=+Vax®*+bx+c (a#0).

y=vax-6

vb / ('U = 0/)

__5_ 0
SR

12. dbra

a

U\b X
Y

13. abra

.A' fliggvény gorbéjét ,,a” eldjele, valamint a gydkjel alatti
kifejezésbol felirhato

ax®*+bx+c =0

mdsodfoku egyenlet diszkrimindnsdnak eldjele donti el. Ha
a<0és D = b*—4ac > 0, akkor a gorbe ellipszis (14. dbra).

¥
VaxZsbxsc
a<0: D>0)
wgll x ~WQ~ [N
3 A \J’
7 f
S RSt
14. abra

Ha a=0 és D=0, akkor olyan hiperbola, amelynek valds
tqngelye az X-tengely (15. dbra). Ha a>0 és D <0, akkor a
hiperbola val6s tengelye parhuzamos az Y-tengellyel (16. dbra).

3 10
’Az y = Vax®*+bx+c; y=Vx® stb. fiiggvények is irracio-
ndlisak, de ezekkel most nem foglalkozunk.
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. y=tVax?+bxsc : ;
{U>0§D>0) y_a y-a

LT
2T

Y{\

15. abra el 4

17. abra

Az exponencidlis fiiggvények koziil kitiintetett szerepe van
az y=e* fiiggvényrek, mert minden olyan jelenség leirdsira

y==vaxtbx-C haszndlhato, imelynek sordn valamely mennyiséggmegvélto-

(a>0: b<0) zisa ‘mindenkor arinyos a mennyiség pillanatnyi értékével.

Pl. a baktériumok szimdnak novekedése ardnyos a baktériu-
mok szdmdval (feltételezve, hogy a szaporoddst semmi sem
gdtolja); a radioaktiv anyagokbdl elbomlé atomok szdma

0 / g y-dla=1)
y-x
/ \

16. abra

y=log, x

d) Transzcendens fiiggvények. M‘.’ft csak a legegyszeriibb s
transzcendens fiiggvényeket ismertetjiik. ¢ ‘ /L ;
Exponencidlis fiiggvény. Altaldnos alakja: y=a~, ahol a>0 / :

és a+#l. L A :
A fiiggvény gorbéje a 17. dbrdn lithato mind a<1, mind

18. dbra
a>1 esetre.
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ardnyos a bomldsra képes atomok szdmdval stb. Itt e az
Euler-féle szam, értéke négy tizedesjegy pontossdggal: 2,7182.

Logaritmusfiiggvény. A logaritmusfiiggvény az exponencidlis
fiiggvény inverz fiiggvénye; y =a* inverz kapcsolata x =log, y,
ebbdl a valtozok feicseréiésével kapjuk az ,,a@” alapu logarit-
musfiiggvényt: y=log, x.

Az y=e¢* fliggvény inverz fiiggvénye az elGbbiek alapjin
‘y=log, x, amit igy irunk: y=In x.

Az exponencidlis és a megfeleld logaritmusfiiggvény képe
(a=>1 esetben) a 18. dbrdn ldthato.

Trigonometrikus fiiggvények. A trigonometrikus fliggvények-
ben a fliggetlen vadltozd valamely szogfiiggvénye szerepel.
A szogfiggvények y=sin x (19. dbra); y=cos x (20. dbra);
y=tgx (21. dbra); y=ctg x (22. dbra).

A szogfiiggvények periodikusak, mert mindegyikre igaz,
hogy y(x) = y(x+k-2n). A tangensre és kotangensre mdr
y(x) = y(x+kn) is fennall.

A szogfiiggvények fiiggetlen vdltozéja a radidnban mért
sz0g.

1 y-sinX

19. abra

20. abra

24

-2r '%I e

=
1
Nolmy
NI
EX)
Nofc
L= §
N
N

y=fgx

21. abra

Trigonometrikus fiiggvények felhaszndlhatok egyszertibb
mechanikai és elektromos rezgések leirdsdra. Példdul a csilla-
pitatlan rezgdmozgdst végzd rugé ¢ idépontbeli kitérését meg-
ado fiiggvény y =4 sin o alaka. A viltakozé dramot, mint
az idS fiiggvényét, i=1I,sin wt alakd fiiggvény irja le.

Y

y=clgx

22. abra
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Arkusz fiiggvények. Az drkusz fuggvények a trigonometrikus
fiiggvények inverz fiiggvényei. Erdemes megjegyezni, hogy a
szinusz- és koszinuszfiiggvények folytonosak, de nem szigoriian
monoton fiiggvények, a tangens és kotangens viszont szigo-
rian monoton fiiggvények, de nem folytonosak; mindnydjuk
inverz fiiggvénye tobbértékii. Az y=sin x fiiggvény inverz
kapcsolata x =arc sin y; a vdltozokat felcserélve, az y =sin x
inverz fiiggvénye y=arc sin x (23. abra).

i 3B
e 2 \y=Arccus 5
X ! X

y=arc sinx y=arccos x

23. 4bra 24. abra

A szinuszfiiggvény foértéke egy periodusanak inverz fiigg-
vénye, amely madr szigorian monoton (1. a 23. dbrdn vastag
vonallal jelolve). A foérték jele: y = Arc sin x.

26

%
2 T
jelenti (radidnban), amelynek szinusza 0,5, ez pedig a g 4 radidn.

Tehdat pl. Arcsin0,5 azt a —% és + — kozé esé szoget

Hasonlé moédon kapjuk a tobbi trigonometrikus fiiggvény
inverz fiiggvényét (csak a fGértéket irva): y=Arccos x
(24. dbra); y=Arc tg x (25. dbra); y=Arc ctg x (26. dbra).

¥
/////’
Ty
//
i I
2
~Arct
‘ Y rc gx X
;.4
5
,/
-y’ y-arclgx 25. 4bra
e
Y
\\\
T Bt
\ y-Arccng
—— X
o
; ' . y=arcctgx
\9\\3—
o
& ol J
™ 26. ibra
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1
Hiperbolikus fiiggvények. A hiperbolikus fiiggvények: y
X e e~ e 2% 2 4H
e 5 :
y:shx=i2——(27.abra); y=chx= ~—2——(23- dbra); 2
X ) St e*+e * k Y 2k
€ € . & e i g ~
¥ —thix — s e (29. dbra); y=cthx = P st (30. dbra) 7
¥ I SET S T R 4
2 7
O y=thx
4
gk y=shx
2L 29. abra 30. abra
7
i 3 1 1 Lty
g o | / ’f LR Az egyes jeldlések olvasdsa: ,,szinusz hiperbolikusz x” stb.
A chx fiiggvény gorbéje az un. ,ldncgirbe”. Elnevezését
=2 azért kapta, mert ilyen alakot vesz fel a két végén felfiiggesz-
-3L tett ldnc vagy kotél.
b Areafiiggvények. Az areafiiggvények a hiperbolikus fugg-
27. abra vények inverzei. Az y=sh x inverz kapcsolata x=ar sh y;
) i az inverz fiiggvény y=ar sh x. Ugyanigy adédik y=arch x:
-6 y=arthx; y=arcthx.
Y
e y=arshx
)L
7 e
2 i 1 i ! b e T | L X
—S S ET T 2 iy
_I -
-2 k
28. abra e 31. dbra
. L 2




yi
3_
2_
1+
7 o
_7_.
..2_
o i 32, 4bra
X
y=arthx
33. abra
Y
2_
1+
1
g WE R T A e e
-1_.
+2F y=arcthx
' -3t 34. abra

Az areafiiggvények aldbbi logaritmikus alakjait a gyakorld
feladatok sordn hatdrozzuk meg: y=ar sh x = In |x+¥Vx2+1|
(31. dbra); y = archx = In(x+¥x*—1) (32. abra)

y=arthx=—;—ln :+x (33.4bra);y = arcthx—?ln xii
(34. dbra).
30

Gyakorlé feladatok

1. y = 6x*—3x+2. Hatarozzuk meg a fiiggvény értelmezési tarto-
ményat (Et.) és értékkészletét (Ek.)!

Et.: —w < x <+, hiszen x nyilvdnval6an tetszoleges valés szam
lehet. Mivel x* egyiitthatdja pozitiv, ezért elég nagy abszolut értéki x
esetén y tetszolegesen magy pozitiv értéket felvehet (vagyis a parabola
szarai felfelé mutatnak); az értékkészlet legkisebb értékét ugy hatarozzuk
meg, hogy a parabola csicsanak y koordinatijat kiszamitjuk. Ehhez az
adott masodfoku flggvényt reljes négyzetté alakitjuk at:

1
y=6x*—3x+2= 6(x"'——x]+2 =

1 12 5
=i X'-—x-i-—- +2— ——6 x——~ +l-~=6 x—~——) +1—.
2 16 16 4 8

A fiiggvényérték akkor a legkisebb, ha x= —4- , mert ekkor az elso tag
0, barmely mas x értéket helyettesitve pedig pozitiv. Tehat a csucs koor-
5

1
dinatdi: x=—; y=1—.
PR M

5
Ek:1 -=y<+te.
8
2. y = —3x*+6x—4. Hatarozzuk meg a fuggvény értelmezési tarto-
manyat és értékkészletét!
Et: —c<x<+e.
Az értékkészletet az elobbi mdédon hatarozzuk meg:
y=-3(x*-2x)-4=-3(x*-2x+1)—4+3=-3(x—-1)*—1.

A fiiggvény tehit egy olyan parabola, amelynek tengelye parhuzamos az
Y-tengellyel és szarai lefelé mutatnak. A fiiggvénynek ott van maximuma,
ahol az elsd tag nulla; minden ennél kisebb fiiggvényértéket felvesz.
A csticspont koordinatai: x=1; y =—1.

Ek.: —o<y=-1

fiiggvény értelmezési tartomanyat és

5
3. Hatarozzuk meg az y =
értékkészletét! X
A fiiggvény képe hiperbola. Minden olyan x értékre értelmezett, amelyre
a nevezd nem nulla, tehat a 4 kivételével minden valods értéket felvehet;
tehat
Et.: x4, vagy mis médon felitva —~ <x <4, és 4 < x < +o.
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Az értékkészletbe minden pozitiv és negativ szim beletartozik; ui.
» helyébe barmelyiket helyettesitve, a kapott egyenletbdl x hozzatartozo
értéke meghatarozhat6. Viszont semmilyen véges x értékre sem lehet
y értéke nulla, hiszen a jobb oldalon ekkor egy nullitél kiilonboz6 szamla-
16ja és véges nevezdji tort dll. Tehat

Ek.: y=0.
4. Hatarozzuk meg az y=————— fiiggvény értelmezési tarto
manyat! x24+4x—21

A fiiggvény értelmezési tartomanyahoz mindazok az x értékek tarto.
nak, amelyekre a nevez6 nem nulla. A nevezd nullahelyeit megkapjuk, ha
az x*+4x—21 = 0 egyenlet gyokeit meghatarozzuk.

—4+Y16+84 & a0
2 - Boa2 280

Xyz ™

x1=3; x=-7.
Tehat az értelmezési tartomany
Et.: x#3; x=-—17.

5. y=+Vx+5. Hatirozzuk meg az ériclmezési tartomdnyt és az
értékkészletet!

A fiiggvény irraciondlis és kétértékii. Azon x értékekre van értelmezve,
amelyekre az x+5 = 0, ebbdl x = —5.

Et.: —5=x <+,

Az értékkészlet konnyen meghatirozhatd, mert x—~< esetén |y| -,
és a két ugyanazon x értékhez tartozé y érték mindig azonos nagysagu
és ellenkezo elojelii.

Ek,; —ec<y<+eo_

6. y=+V(x—6)(x+5). Et. =? Ek. —? A fiiggvény ismét irracion4lis,
a gyokjel alatt két elsdfoku fliggvény szorzata van. Az értelmezési tarto-
mény azon x értékekbdl 4ll, amelyekre a szorzat mindkét tényezdje egyenld
elojeldi, ill. legalibb az egyik tényezd nulla, mert ilyenkor all a gydkjel
alatt nemnegativ szidm!

Az értelmezési tartomdnyt grafikusan hatirozzuk meg.

Megoldds:
Abrazoljuk az y = x—6 és y = x+5 fiiggvényeket, majd megailiapit-

Jjuk az X-tengelyen azokat a szimkozoket, amelyekre az elobbiekben meg-
allapitott feltétel teljesiil (35. 4bra). Mint az abrabol lathato:

Bt.: —c<x=-5 & 6=x<-+o.

32

35. abra

A gyokijel alatti miiveletet elvégezve, y = + ¥ x*—x+ 30 adodik. A gvok-
jel alatti kifcjezés minden nemnegativ értéket felvehet (a negativ értéknek
megfelelé x értékek nem tartoznak az értelmezési tartomanyba), tehat az
értékkészlet — a gyok + eldjelét figyelembe véve — az Osszes valds szam.

EK.: —eo <=y <o,

II. Megoldds: Abrazoljuk az osszeszorzassal kapott y = x2—x+30
masodfoka fiiggvényt (36. abra). Ez nemnegativ, ha x = —35, és x=6.
Az értékkészlet most is az elobbi meggondolassal adodik.

36. dbra
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7. y=Vx—3+¥3—x. Et. =7 Ek. =7 A feladatot Ggy oldjuk meg,

hogy meghatirozzuk ¥x—3, ill. ¥3—x értelmezési tartomény4t; a kettd
koz0s része lesz a fiiggvény értelmezési tartoménya.

y1=¥x—3. EBt: 3=x<+e.

ya=V¥3—x. Et: —w<x=3. '

A két értelmezési tartomdnynak csak egy kozds pontja van, igy
Et.: x=3, és behelyettesitve ezt az értéket, Ek.: y=0.

8. y=lg(3+2x). Et. =? Ek. =? A logaritmus csak pozitiv szimokra
van értelmezve, igy csak a 3+2x > O értékekre értelmezett a fiiggvény:
3
3+2x>0; az egyenldtlenség 4trendezésével x > b oy

B 4o,
2 < X<

Mivel az argumentum az értelmezési tartomany x értékeire minden pozitiv
széﬁnot felvesz, ekozben a logaritmus értéke minden val6s szamot felvesz.
Tehat

Ek_ I —wm<y<-+oo,

9. y=sinx. Et. =7 Ek. =? A fiiggvény periodikus. Periddusa: 2.
A" 37. abrardl leolvashatéan

Et.: —o<x<+4w. Fk:-1=y=+1.

37. ébra

10. y=Igsinx. Et. =7 Ek. =? A fiiggvény periodikus, mivel a sin x
fiiggvény is az, de csak azokra az x értékekre van értelmezve, amelyekre
sin x>0. Tehat

Et: K2Zn<x<Qk+1)x  (k egész szam).

34

Mivel sin x ezekben a tartomanyokban minden nullinil nagyobb, de
cgynél nem nagyobb értéket felvesz, és a 0 és 1 kozotti szamok logarit-
musai —e & 0 kozott valtoznak, valamint In 1=0, tehat

Fk.: —= <y b 0.

. Et.=? Ek. =? A fiiggvény periodikus (mert a cos x

11. y=
cos x
az), de csak azon x értékekre van értelmezve, ameiyekre cos x>0.

i 7 n
Et.: —— +2kn < x <—+2km.
/. (el

Mivel cos x ezekben a tartomanyokban i-ig minden pozitiv szdmot
felvesz, és a gyok ekkor szintén ilyen értékii, tehat a gyoknek csupan a
pozitiv elgjelét figyelembe véve

Ek.: 1=y <-+teo.

12. y = ¥2—x+In x. Hatdrozzuk meg a figgvény értelmezési tarto-
ményat! .

Legyen y; = V2—x és yy=In x; ezen fiiggvények értelmezési tartoma-
nyanak kézos része lesz az eredeti fluggvény értelmezési tartomdanya.

Et,.: x=2; EBtj:0<x .

A kozos rész az X-tengelyen (vagyis az eredeti fiiggvény értelmezési
tartomanya):

Et.: 0<x=2.

13. y = Arc sin (2—x). Hatarozzuk meg a fiiggvény értelmezési tarto-
manyat és értékkészletét! [A fiiggvény foerték (38. abra)]!

4
7

S /
Y. 3 W
2

o) i :

oV i2RRR X
g_“_-*- 2y =Arc sin(Z-x)

Vg 38. abra

L]
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A feladatot inverz alakba frdssal kénnyen megoldhatjuk.
2—x=siny; x = 2—siny.

Most y-t tekintjilk fiiggetien valtozénak és meghatérozzuk x maximalis
és minimdlis értékét. A siny+1 és —1 kozott valtozhat, igy Xgax =
=2+1=3(hasiny =—1), é x,;a= 2—1=1 (ha sin y=1), vagyis a
fiiggvény értelmezési tartoménya

Et: 1=x=3.
Az értékkészlet pl. az 4brardl leolvasva:

Bk:-—=sy=—
- Ey =

2

Mids esetben is el6forduihat, hogy az el6bb vazolt modon
— az inverz értékkészletének meghatdrozdsa 1tjdn —
dllapithatjuk meg az eredeti fiiggvény értelmezési tartomd-
nyét. Egyes esetekben — az analitikus geometria ismeretében
— grafikusan is meghatdrozhatjuk a fiiggvény értelmezési
tartomdnyat.

14. x®+)* =25. Bt. =7 Ek. =? A fiiggvény Osszetartozé pontjai
egy origb kozépponti és 5 egység sugari koron helyezkednek el. A kor
X-tengelyre bocsitott vetiilete a fiiggvény értelmezési tartomanyat adja
meg, az Y-tengelyre bocsétott vetiilet pedig az értékkészletet (39. 4bra).

Et: —-5=x=5; Ek.:-5=y=5.

B\t 20 |7 4

X yt=25
-6 39. abra
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15. 52 +3x2=15. Et.=? EFk.=?
Atrendezve az eredeti fiiggvényt:

P » oo

=k —=1

B o 3

A fuggvénykapcsolat egy olyan (origd kozéppontu) ellipszist hatdroz
meg, amelynek tengelyei a koordinitatengelyekkel egybeesnek; ennek

az ellipszisnek a kis- és nagytengelye adja az értelmezési tartoményt
ill. értékkészletet. ;

40. abra

. - . o
Mivel az ellipszis egyenletének 4ltalinos alakja %+{.—= =1, ahol a a

nagytengely fele, és b a kistengely fele (40. abra), kapjuk:

a= Vs, b = }/5,
czért

Et: -V5=x=V5. Ek.:-V3=y=V3.
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6. f—£=1. Ft=2 Ek=?
25 16
1. Megoldds:

A fuggvénykapcsolat hiperboldt hatiroz meg (41. abra), amelynek
tengelyeigaglvkoordinitaImgelyekkel egybeesnek és valos tengelye 10 egység.

képzetes tengelye 8 egység. Mivel
a=551b—4.. ezt
Et: —e<x=-5, é S5=x<+, vagyis
Et: [x=S5.
Ek.: —o<y<-+teo. i

b oy O ™ X

\_4_

&Y
Ve

41. abra

1I. Megoldads:
A feladatot ugy is megoldjuk, hogy a fiiggvényt 9x?lici§ alalgra hozzuk,
majd meghatarozzuk értelmezési tartomanyat és értékkészletét.
- 4
iz i_.zf; y= _—{:__sz__zs_
16 25 i
A felirt irracionalis fiiggvény értelmezési tartomanya
Et.: |x|=5,

mivel ez esetben all a gyokjel alatt nemnegativ értck. 'Mi\:el a gy(‘j’k min-
den valos értéket felvehet (a + elojelek figyelembevételével), tehat

Ek.: —wo <y <+4oo.
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3
17. Hatirozzuk meg az y=5yx fiiggvény inverz fliggvényét!
Irjuk fel az eredeti fuggvényt inverz kapcsolatban, azaz fejezziik ki
et y-nal: )
;,— ¥y
=5¥x; =125x; ‘x="—.
y b Siighs o s -y 125

3
Most felcseréljiik a valtozokat, és igy megkapjuk yzsﬁ inverz fligg-
vényét:
x

TS

18. Hatdrozzuk meg az y = : fiiggvény inverz fiiggvényét!
x—
Most — a valtozatossag kedvéért — eldbb cseréljik fel a valtozékat

(igy megkapjuk az adott figgvény inverz fiiggvényét implicit alakban),

majd utdna hozzuk explicit alakra. Az y =

r figgvény inverz fiigg-

1
vénye: x = ——; ezt atalakitva:
y—5
1 & i
y—5=—, vagyis y=—+5.
b v %

19. Hatarozzuk meg az y=sh x fiiggvény inverz fiiggvényét!

i
y=shx= —2—-— az eredeti figgvény. Ha ebben a valtozokat felcse-

r¢ljuk, akkor megkapjuk az y=sh x fiiggvény inverz figgvényének implicit
alakjat; ez tehat
eY —e -
Xl
=

Ezt kell explicit alakra hoznunk:
2x =e¥—e " Y|-e”;
2xe” = e*—1;
e* —2xe¥—1=0;
¢z masodfoka fiiggvény €’-ban. Tehat megoldasa

. 2xilfacia
P ti—

Py

=xt¥x+1;

eh=x+¥x2+1; ea=x—¥x+1.
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Az igy kapott exponencidlis egyenletekbdl kell y-t kifejezniink:.
yi=lnG+Ve+D), ill. y,=In(G-Yx+1).
" Az y, semmilyen x-re sincs értelmezve, hiszen ¥x*+1 > x minden
x-re, és ezért az In utdn 4116 kifejezés (argumentum) szintén minden x-re

negativ, igy logaritmusa nincs értelmezve.
A feladat egyetlen megolddsa tehat:

y=n+¥x2+1);

y=arshx=1In (x+V2+1).
/\209 Hatdrozzuk meg az ar ch x fiiggvényt a ch x fiiggvénybol!

- —-x

L 4
p—chx— TR ebbdl az arch x inverz fiiggvény implicit alakja:

ette
i e
2

Ezt kell explicit alakra hoznunk:
2x=e>+e ?|-e”;
2xe’ =e¥+1;
e —2xe’+1=0;
ez ¢-ban masodfoku fiiggvény, melynek megolddsa

2xt+V4ax*—4
e’=——i—2—-——=xi x2—1;

et=x+¥x—1; et=x-fx*-1.
Ezekbdl y-t kifejezve:

y,=ln(x+lx’—l,, és ya=In (x—Vx’—l).

Az y, fiiggvény értelmezési tartomdnya x=1, ui. ekkor a gyokjel alatt
nemnegativ szim all, és igy x+¥x*—1 = 1. Az y, fuggvény értelmezési

tartomanya x> 1, ui. ekkor x—}x*—1 > 0. Viszont x=1 esetben a loga-
ritmus argumentuma nulla, és erre a logaritmust nem értelmeztiik.
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Igazoljuk még, hogy y = In(x—}x2—1) helyett y = —In(x+Vx*—1)
is irhatd. Alakitsuk at az y, = In (x—Vx*—1) fiiggvényt:

=V =1)(x+V>x=1) .

x+)’x’—1

yo=In(x—¥x*=1)=In

nx’—x‘+l
x+¥x—1

=1 =—In(x+Vx*=1);

tehat az inverz fliggvény

y=archx=lG+V>*—1)=+In(x+Vx2-1)

alakban is irhato.

21. Hatdrozzuk meg a th x fiiggvény inverz fiiggvényét és értelmczési
tartomanyat!

ex__e_x
e*te >’

A fuggvény inverz fliggvénye implicit alakban:

y=thx=

ey,e—y
x= =t bt e
xe’-xei? —et e -eXs
xeP+x=e¥—1;

e¥(l—x)=1+x;

1+ 1+
e”:—x’ 2y=ln__x’
—-X 1—x
—-l—lnl+x' g 1+x
s 4 2 —1_x, = oy

Vagyis az inverz fuggvény

y=arthx=In l/ !—ﬁ‘
1-x

. l-‘.nin fliggvény értelmezési tartomanyat a kovetkezo egyenlotienségbol
apjuk:

1
__t'_t_>o_
1—-x
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A feladatot grafikusan Voldjuk meg (42. dbra). Felrajzoljuk az y = 1+ X,
& az y = 1—x egyenest. Mint az 4brabdl leolvashatd, az értelmezési
tartomany:

Bt: -1<x<l1,

ui. itt mindkét egyenes elBjele egyezd, ezen a tartomdnyon kivill pedig
az egyik pozitiv, a masik negativ.

Eo 42. abra

Az értelmezési tartomény tehat a —1 és +1 kozé esii"gzakasz. A -1
pontra az In jel mogott 0 4ll, a +1 pontban a tort nevezéje 0, tehat ezek
nem tartoznak az értelmezési tartomanyhoz.

22. Hatirozzuk meg az y=cth x fiiggvény inverz fliggvényét!

: i e ke
y=alx= =

ef—el
Az inverz fuiggvény implicit alakban:
erhen
x=———\|-(e¥—e7”);
e’_e—y
xe’—xe Y=eY+e Y|-e”;
xe¥-x=e*+1;
ePx—1)=x+1;
x+1

e — i
x—1

42

Mindkét oldal logaritmusit véve:

x+1
2y=In——,
V¢ el
ebbdl
1, x+1 x+1
y~iln;:-——ln m,
tehat
=arcthx=1 §il
y=arcthx=In B

A figgvény értelmezési tartomdnyat grafikusan hatirozzuk meg (43.
Abra). Mint az az 4brabdl lathato, a gyokjel alatti kifejezés akkor pozitiv,

)

-2} | 43. abra

ha |x|>1. Ha x = +1, akkor a tort nevezdje 0; ha x = —1, akkor a szim-
1416, ezzel egyiitt a logaritmus argumentuma 0, ezért a +1 pontok méar
nem tartoznak az értelmezési tartomanyhoz. Vagyis az értelmezési tar-
tomdny az 1-nél nagyobb abszolut értékii szdmok halmaza.
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II. A HATARERTEK ELMELETE

1. Szamsorozat hatarértéke

Szdamsorozat ugy keletkezik, hogy minden természetes sz:ém-
hoz — novekvd sorrendben — egy-egy szamot rendeliink.
Az egyes szamokat a sorozat tagjainak nevezz_ﬁk, St s,
a,, ... betiikkel jeloljik. Az index azt mutatja, ’hogy a tagot
melyik egész szdmhoz rendeltiik; pl. @5 az 5 sz?mhoz rendelt
tag. A sorozat minden tagjinak megfelel a szamegyenes egy
pontja, igy minden szdmsorozathoz tartozik egy pontsorozat
a szamegyenesen.

Néhdny szamsorozat:

1.3.5. 7, .. dltaldnosan a;, — 2n—'Ii;
1
1,1, 4,4, ..., dltaldnosan a,,:; A

1,4,9, 16, ..., dltaldnosan a,=n>
A sorozatokat megadhatjuk a kovetkez6 moédon:

a) Altaldnos taggal. Az elébbi sarozatok képzési sz'abélya
egy-egy olyan formula, amelybdl az n szdm ismeretében a
sorozat n-edik tagja, a, kiszamithato.

b) Rekurziéval. Rekurziéval ugy adunk meg egy sorozatot,
hogy eldirjuk, hogyan kell a sorozat bérmely_tagjat az eléz6ek
ismeretében kiszdmitani. Példdul megadhatjuk, hogy a,=38;
an + an—l b

2 b
8. 12000105 10:5 4cie.

c) Utasitdssal. Utasitdssal ugy agiunk meg egy sorozatot,

hogy széban eldirjuk a sorozat n-edik tagjdnak meghatdrozdsi

a,=12 és a4, = vagyis a sorozat elsé néhdny tagja

% g
médjat. Pl.: ,Legyen a sorozat n-edik tagja az 7 végtelen

szakaszos tizedestort n tizedesjegyig szdmitott értéke.” Mds

44

példa ,,A sorozat n-edik tagja a V3 irraciondlis szim » tizedes-
jegyig szamitott értéke”.

Valamely sorozatot akkor neveziink szigoriian monoton néve-
kedének, ha bdrmely tagja az el6z6nél nagyobb. Jelolés:
4,4 >a,. Valamely sorozat akkor szigoriian monoton csik-
kend, ha barmely tagja az el6z6nél kisebb. Jelolés: a,,, <a,.

PlL: 1,2,3,..., a természetes szdmok sorozata, szigorian
monoton ndveked6. Ezzel szemben 1,1,1 ..., a természe-
les szdmok reciprokabdl képezett sorozat, szigorian monoton
csokken6. Ha az egyenl8séget is megengedjiik, akkor a sorozat
monoton novekvd, ill. monoton csokkens. Pl.: monoton nove-
kedd az 1,2,2,3,3,3,4,4,4, 4, ... sorozat.

Valamely sorozatot akkor neveziink korldfosnak, ha van
olyan M >0 szdm, amelyre igaz, hogy a sorozat barmely
lagjdnak abszolut értéke kisebb, mint a M szdm. Jelolés:
|a,| <M barmely n-re.

Torléddsi pontnak nevezziik a szdmegyenes azon pontjat,
amelynek tetszGlegesen kis kornyezetében a sorozatnak végte-
len sok tagja van. Egy sorozatnak lehet egy vagy tobb torléddsi
pontja, esetleg nincs torléddsi pontja. Példdul

a) V2 tizedestort alakjdbdl képezziik az aldbbi sorozatot:
14,141, 1,414, ... . A sorozatnak csak egy torléddsi pontja
van, mégpedig éppen V2 értéke.

1 1 1

b) L3525 50
van (ez a zérus), de a sorozat nem korldtos.

c) 0,9, —0,99, 0,999, —0,9999, ... . A sorozatnak két torls-
ddsi pontja van, ezek +1 és —1.

.. . A sorozatnak egy torléddsi pontja

d) 1,2,3,4, .... A természetes szamokbdl alkotott sorozat-
nak nincs a végesben torléddsi pontja.

Valamely sorozat akkor konvergens, ha korlitos és csak
cgyetlen torléddsi pontja van, melyet ekkor a sorozat hatdr-
¢rtékének neveziink. Ezt igy is megfogalmazhatjuk: Valamely
sorozat akkor konvergens, mégpedig az 4 véges hatdrértékhez
konvergdl, ha bdrmely adott ¢>0-hoz (¢ tetszélegesen kicsiny
pozitiv szdm lehet) mindig taldlhaté egy olyan — e-tél fiiggd
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— N=N(¢) szdm, hogy n> N esetén |4 —a,| < . Ezt az aldbbi
modon jeloljiik: i
lim a, = A.

Valamely sorozat divergens, ha tobb torléddsi pontja van,
ha nincs torldddsi pontja, vagy ha egy torléddsi pontja van
ugyan, de nem korldtos. llyenek voltak a b), ¢) és d) alatti
sorozatok.

Ha n—oo esetben g, -0, akkor azt szokds mondani, hogy
hatdrértéke + .

Jel6lés: lim a, = oo.

Ha n— « eseiben g, ~ — oo, akkor azt szokds mondani, hogy
hatdrértéke — .

Jelolés: lim g, = — oo.

Az egyes tipusokat a gyakorlé feladatok megolddsakor
targyaljuk.

Eldszor olyan sorozatok hatdrértékét szamitjuk majd ki,
amelyek 4ltaldnos tagja raciondlis tortkifejezés. Az ilyen tipusi
sorozat hatdrértékét a kovetkez0 modon hatdrozzuk meg:
Megallapitjuk a szdmldlo és nevezd fokszdmdt. Osztjuk a
szamldlot és a nevezdt a kisebb fokszamu taggal, igy hatdroz-
hatjuk meg, hogy a szdmldloban, ill. nevezében mely tagok
hanyagolhatdk el. Eredményiil azt kapjuk;, hogy ha a szdmldlo
magasabb fokd, mint a nevezS, akkor a sorozat divergens.
Ha a két fokszdm megegyezik, akkor konvergens és hatdr-
értéke a legmagasabb foki tagok egyiitthatéinak hdnyadosdval
egyenid. Ha a nevezd fokszdma nagyobb, mint a szdmldloé,
akkor konvergens és hatdrértéke nuila. (Ezeket az dllitdsokat
a gyakorl6 feladatok szdmitdsa sordn beldtjuk.)

Szamitdsaink sordn a kovetkezdé — sorozatok hatdrértékére
vonatkozé — tételeket haszndljuk fel:

A ELO g i i
a) lim “— =0. Ha a sorozat szdmldléja dlland6, nevezdje

n-oco

pedig n ndvelésével végtelenhez tart, akkor a sorozat hatdr-
értéke nulla.
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b)Ha lima, = A4, é limb, = B,

n—soco n—+co

vagyis az egylk sorozat az A véges szdmhoz, a mdsik sorozat
pedig a B véges szamhoz tart, akkor

3{51‘,1, (@, +b)=A+B; lima,b,= AB;
ha B0, akkor ezen kiviil

k
gy Oy A ¥ a ) A aq, /—A
l B’ SR, . n M = = Lo ikl
..Lr?obn 87 fﬂ[b] _[3]’ 352 b —‘! B

n

Gyakorio feladatok

3n—-2
L 2=

; lima, =7 A szamlil6 és nevezd egyarant elsdfoku,

n—»oo

n
tchét a sorozat konvergens. Osszuk el a szamialot és nevezdt n-nel!

i 4 2 2
lim = lim ( —7)=3, mert lim —=0.

n-soco n n—oc0

n—occ H
_w g y
"~ Swhcaduiis SEELEE
4
- 2——] P
. ! F
im = =
oo SR St Y
5———} "l
n n
4
i
» 2

e 2
Lathatd, hogy lim — és lim — egyarant 0, ezért lim

n-s»co n—o0 N n—»co 2 5

Sn*—-2
a.= i 3 ,.l:.“:.. a,=? A szdmlil6 fokszama eggyel nagyobb,

mint a nevezd€! Osszuk végig a szamlal6t is és a nevezot is n-nel!
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2
Lathatd, hogy lim —=0 és lim —=0, gy

B P
A LS
lIimag,= lim —= -
T B
—4n* L5
Jusniay =

m—2n’

n—+=o

hetd az #2, amellyel a szamlalot és a nevezit is végigoszthatjuk:

5 s
n* (—4+—)
n‘Z

. —4n*4S
m =

. SN —
4+ -
lim = lim —.
e 2 pioo 2 n—co 2
) Sn—— Sit——
" n
5 2
Mivel lm —=290, é lim —=0, ezért
n—soa 1 nooc R
5
—-4+—‘j_
4 o . -4
im = jim —=0.
n—scc P n—co N
5n——

H

Most olyan tortekkel foglalkozunk, amelyekben az n irracionalis kifeje-
zése fordul elo.

3
¥4+ 3n
5. o — 7 : lim a,=? Kiemeliink a szamlalobol és nevezd-
n+ n-seo
bol n-et, majd egyszeriisitink -

3
4 a3 My Al
R SHels
non W
lim - 5 =
n—oco n(l-{-_) n—oo l_{ -
n
S Sy ; :
Mivel lim —=0; lim —=0; lim —=0, ezért
n—rco n—oo n? n—ooo R
4 . 3
£ N 0
lim ——-——=—l—=0.
n—»o0 l+._.
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lim a,=? A nevezd fokszama a nagyobb, kiemel-

Ebben a példiban ugyanis a szimlalé foksziama 3> anevezoé 1, tehit az
utbbbi a magasabb.
Yr+se | g
B g — = ; lim a,=7? Kiemeliink a szimiéloban és a neve-
A Vie—dme "7
z0ben n-et, majd egyszeriisitiink :
b nYn+5
lim

Vn+5
n

wt =—im -
e
af 128

. g
Mivel lim -— =0, ezért
n—oco N

. Yn+5
hm 3 = lim 'n+5=oo_
n-»oo n-»oco
yiR
n

Itt ui. a szamlalé fokszdma 5 a nevez6é —§—=1, €s gy a szamlalo fok-

szima a nevez&énél nagyobb, ezért a hatdrérték valoban csak - lehet.
3

4n* 4 2n
7. a,= ——+

s 3 lim a,=7 A szdmlal6 és nevezd fokszdma meg-
4 Vsw—6n "%
egyezik.
Yar+2n 1
fim — ST R A
T Ve Te T

5n—6n"

A gyokjel alatti kifejezés hatirértéke: lim M = i. igy az ere-
. n-+co 5’1’ —6’! 5 &
deti sorozat hatarértéke:

3 3
lim l/ 4"”—2”:]/?.
R co 5’3‘—6’1 5

4

Differenciilszdmit4s
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Y3 +24V2n
i a,,=—4——; lim a,=? A szamlalobél és nevezobol ki
Yotim w0
emeliink n-et, majd egyszerisitink :
= n 3+3+n 2
waBES LYo o P V n
lim = i =
n—oo 4 n—co 4
Vn'+n—n 1 1
nl/ —+——n
n i
T i
3+‘—2+ ==
{ n n -
= lim
ol
e
n * e

A képletben levd tortek hatarértékei:

2 1 1
lim —=0; Ilim—=0; lim —=60; lm —=0,
n-soo N n-os N n—soo I n—eo M
és igy
3+3+|/ L 3
% n n |/3 i
i s aiabe o g
4 -1
1

n—soo —
]/ 1
;+—n_3—l

Ebben a példaban ui. a szamlalo és nevezd egyarant elsofoku, a megfelelo
egyiitthaték pedig ¥3, ill. —1.

9. a,= Vr*+1—n; lima,=? A sorozat n-edik tagjat megadé képlet
n—oo

mindkét tagja végtelenhez tart és igy formalisan a - — < hatdrozatlan

értékét kellene kiszamitanunk, de ezt kozvetleniil nem tudjuk, mert ez

egyarant lehet nulla, véges nemnulla és végtelen. A feladatot gy oldjuk

meg, hogy az (a+b) (a—b) = a*>—b* ismert Osszefliggés felhasznalasaval

a szamlaloban a gyokos tagot kikiiszoboljiik. E célbol a kifejezést szo-

rozzuk és osztjuk (¥ n2+- 1+ n)-nel.
Vri2+1—n)(¥2+1+n
lim (Y#*+1-n) = lim ( ) )=
n—oco

u-#o w+1+n

w+1—n® A |
= Jnn = 0)

= lim =
nsoVp2tl4n e yYnrit+l+4n

ui. a szamlalo 1, a nevezd pedig n novekedtével végtelenhez tart.
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10, a,=¥5#2+1—n; limag,=?

n—

Most a szamlilot és a nevezdt () 5#2+ 1 -+n)-nel szorozzuk:

i —_— Sn®+1— 2
lim (VSIF:-L 1—n)= lim (V s n)(YSn +l+") i
ne e V3ti+n
.Sl —nt : 4n®4-1
= lim St e
nsoo YSp2irl4n  noe Y5uPt1+4n

n-¢t kiemelve, majd egyszeriisitve:

1 1
n(4n+—"—) 40—+

lim <3k B8R i s,
+1

3 3 = lim 7
oD 1 n-—»o0o 1 nsoo Y§
n'/5+",+n l/5+;=+l

1. a,=V9+2n—1—3an; lim a,="?

n—co

lim (Yor*+2n—1-3n) =

n-—+co

i (Vorz+2n—1-3n) (YOn* + 2n— 1+ 3n) w

A Y9n*+2n—1+3n
. M +2n—1-9n2 2n—1
= lim Ii

e R = im =
nse VO 4 2n—143n n—e YO®+2n—1+3n

=
nj2——
n 2 2 1

2. Fiiggvény hatarértéke

/y. eddig vizsgalt sorozatok olyan fiiggvényekként értelmez-
hetok, amelyek argumentuma (fiiggetlen vdltozéja) csak egész
¢rickeket vehet fel; a fiiggvénykapcsolat ekkor f(n)=a,. Azt
vizsgdltuk, hogy mihez tart a fiiggvényértékek sorozata, midén

g
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a fiiggetlen vdltozo a pozitiv egész szdimokon dt tart a végtelen-
hez.

Most folytonosan vdltozé argumentumi fiiggvényekkel fog-
lalkozunk, amelyek értelmezési tartomdnya vagy a teljes szdm-
egyenes, vagy annak egy része. .

Fiiggvény hatdrértéke. Valamely y = f(x) fiiggvény hatdrértéke
az x=a helyen az 4 szdm, ha bdrmely az x = a helyhez konver-

gdlo x,, x,, X3, ... abszcisszasorozatot vdlasztva, a megfelel6

fiiggvényértékek sorozata az 4 szdmhoz konvergdl. Az eléb-

bieket igy is mondhatjuk: Ha ,,l_i,lﬂ Xx,=a esetén }LIE fle)y=A, '

akkor a fiiggvénynek az x =a helyen van hatdrértéke, €s ez az
A szdm. Ennek rovid jel6lése: il_.m; f)=A"

Megjegyzés: A fuggvénynek nem kell értelmezve lennie az
x=a helyen ahhoz, hogy itt hatdrértéke legyen. Az 4 szdim
lehet véges, ill. végtelen.

Véges hatdrérték 1étezésének sziikséges és elégséges feltétfele:
Az y=f(x) fiiggvény hatdrértéke az x=a helyen a véges
A szim, ha bdrmely kis ¢>0 szdmhoz megadhaté az ,,a”
hely egy olyan § sugari kornyezete, hogy |f(x,)—4| < &
valahdnyszor |x,—a| < 6. (Nem haszndltuk fel azt, hogj’/ az
»@’ hely az y=f(x) fiiggvény értelmezési tartomdnydhoz
tartozik!)

Baloldali hatarérték. Tartozzék az y =f(x) fiiggvény értelme-
zési tartomdnyahoz valamilyen a—e =x < a intervalhfm.
A fiiggvény baloldali hatdrértéke az a helyen az az 4 szdm,
amelyhez a fiiggvényértékek sorozata tart, midon a ﬁiggetlen
védltozé a-ndl kisebb szdmokon keresztiil barhogyan is tart
az ,,a’-hoz, vagyis részletesen kiirva, ha ng> <> esetén x, ~a—0,
és f(x,)—~A, akkor az A szdm az y=f(x) fuggvény x=a
helyhez tartozé baloldali hatdrértéke. Ennek szokdsos rovid
jelolése:

hmif(x) — A

x—a—0
Hasonl6 a jobboldali hatdrérték definicidja is.

Jelolés: xlxﬁo JUZX) = A2
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Megjegyzés: A két hatdrértéknek nem kell megegyeznie! Ha
azonban megegyeznek, akkor értékiik egyuttal a fiiggvény
hatdrértéke is.

Végtelen hatdrérték. Valamely y=f(x) fiiggvény hatdrértéke
4z x=a helyen + o, ha barmely ,,a” helyhez tarté abszcissza-
sorozatra igaz, hogy ,}f.ni B — g explen }inl o=

Jeloles:. m f(0) —rec

Hasonlo mddon definidljuk a -- - hatdrértéket is.

Jelolés: hm f(x) = — <.

xX-—-+a

Megjegyzés: A bal- és jobboldali hatdrérték ugyancsak lehet
|- oo vagy —eo, €s nem kell megegyezniok.

Fiiggvény hatdrértéke a végtelenben. Valamely y =f£(x) fiigg-
vény hatdrértéke a + «-ben az 4 szdm, ha bdrmely végtelen-
hez tart6 abszcisszasorozat esetén az ordindtdk sorozata 4-hoz
tart. Vagyis ha lim x,=<, és lim f(x,)=4, akkor a fiigg-

n—oo n—oo
vény hatdrértéke. a + co-ben az A szdm.

Jelolés:  lim f(x) = A.

Hasonld a definicid, ha a fiiggvény hatdrértékét a — «-ben
akarjuk meghatdrozni, csak ilyenkor az abszcisszdk sorozatit
ugy kell megvdlasztanunk, hogy lim x, = — < legyen.

n—»oco

Jelolés:  lim f(x) = A.

Fiiggvény folytonossdga. Valamely y =f(x) fiiggvény az x =a
helyen folytonos, ha az ,,a” hely a fiiggvény értelmezési tarto-
minydhoz tartozik és lim f(x)=f(a), vagyis, ha az ,,a” helyen
a fuggvénynek van hatdrértéke, és ez megegyezik a helyet-
tesitési értékével. Barmely mds esetben a fiiggvény nem foly-
tonos.

Egy fiiggvény akkor folytonos valamely a-tél b-ig terjedd
intervallumban, ha a2nnak minden pontjdban folytonos. Az
olyan fiiggvényt, amely a szdmegyenes minden pontjiban
folytonos, mindeniitt folytonos fiiggvénynek nevezziik. Ilyenek
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pl. a raciondlis egész fiiggvények, az exponencidlis fiiggvények,
a szinusz- és koszinuszfiiggvény stb.
Az y=f(x) figgvénynek pdlusa van az y=a helyen, ha
bal- vagy jobboldali hatdrértéke, vagy mindkettd + o= vagy
Megsziintetheté szakaddsa van az y=f(x) fuggvénynek az
x=a helyen, ha a-ban 1étezik véges hatdrértéke, de az vagy nem

egyezik meg az f(a) fiiggvényértékkel, vagy az a helyen a fiigg- -

vény nincs is értelmezve.
Legyenek f(x) és g(x) olyan fiiggvények, amelyeknek az
x=a helyen van hatdrértékiik és az véges szam, vagyis
limf(x) = A4 ¢é limg(x) =B
A két figgvény Osszegének és kiilonbségének hatdrértéke
az x=a helyen:

lim [f(x)+g(x)] = 4+ B.
A két fuggvény szorzatdnak hatdrértéke az x=a helyen:
lim f(x)-g(x) = AB.

A két fiiggvény hdnyadosdnak hatdrértéke (feltételezve, hogy
az oszté hatdrértéke nem nulla):

L () A
lim— = — B 7. 0).
i er g 1 B0
A gyakorlo feladatok megolddsa sordn sokszor felhaszndl-
juk azt, hogy ha egy tort szdmldldja és nevezdje azonos kifeje-
zés, akkor értékik az értelmezési tartomdnyban azonosan
egy, tehdt hatdrértékiikk minden pontban szintén 1.
x—a

Pl.: lim

=1, bdrmely ,,a” értékre.
x—»a X—da

A kovetkezdkben olyan feladatokkal foglalkozunk, ame-
lyekben egy tortkifejezés valamely x helyen nincs értelmezve,
mert behelyettesitéssel hatdrozatlan értéket ad. Ilyenkor az
eredeti fiiggvényt olyan fiiggvénnyé alakitjuk dt, amely e hely
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kivételével mindeniitt megegyezik az eredetivel, de amelynek
ezen a h.c_:lyen mdr van helyettesitési értéke, és ez egyenls az
eredeti fiiggvény hatdrértékével.

Gyakorlé feladatok

R 3x* £ 20 3 : L
+ MMl A felirt raciondlis tortfiggvénynek az x =0

helyen nincs helyettesitési értéke, mert nevezdje nulla.
3xt+2x2 i x2(3x*+2)

im ———— = lim
x=0 X*+3234+2x xo0x(x3+3x+2)°

Kicmel'tiik a szamlalo és nevezd legnagyobb kozos osztéjat, igy két
tortfiggvény szorzata hatdrértékének kiszimitasa lesz a feladat.

i B 3 240
lim i-lim Wit = lim il =
x—0 x x-»ox’+3x+2 x-0 x‘+3x+2 1

2

x
M ot e | G e G 4
ivel ll_[}‘:) = 1, ezért a szorzat hatarértékét a masodik tényezd hatir-

értéke hatérgzza meg. A masodik tényezd eleget tesz azoknak a kovetel-
ményeknek is, amelyeket a keresctt fiiggvénnyel szemben felallitottunk.
Lzt az elvet alkalmazzuk a tovabbi példak megoldasakor is.

A feladat megolddsa sordn sehol sem kellett felhaszndlnunk,

hogy x balrél vagy jobbrdl tart-e nulldhoz; ezért kozvetleniil
n hatdrértéket kaptuk.

9 fim 6x*+3x2+5x 2 0
& o Mg -=17 Az x = 0 helyen behelyettesitéssel a o ha-
throzatlan kifejezés adodik. Ezért a hatarértéket keressiik ezen a helyen;

i 6x*+3x*+ 5x . x(6x*4+3x+5)
im———— =lim ———————~
x-0  4x3+7x x-0 Xx(@x*+7x)

X .
Mivel v minden x-re 1, tehat hatarértéke is az;

i x*+3x+5 3 §
e e, mivel :lclg:) (6):’+3x+5) —
és lim (4x2+7x)=0.

x-0
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0
»—-5x+6 % A dst e B
- fim ——— =7 A helyettesitési érték az x =2 helyen a
% x-3 X*+3x—10 9

tarozatian kifejezés. A szAmlal6 és nevezd egyarant mésodfoka, igy szor-
zatta alakithat6:

2—5x+6=(x—-2)(x-3), il
2+3x—10=(x—-2)(x+5)-

x2—5x+6 . (x=2(x-3) o
MeTn 0 a -26+D

-2 x—3 1 1
SR TR T S e (——]=—_'

x—»:X“z x—le+5 7 7
4 tim V71 o Elossor a helyettesitési értékeket hats-
x—siy +4— ’/7X+2
rozzuk meg.

A szamlalo: ¥7+2—-V10—-1=3-3=0.
A nevezd: Y12+4—V14+2=4-4=0.
Bovitjik a tortet a (Y7+x+V5x—1) (Y6x+4+V7x+2) kifejezéssel:
VT+x=Vsx=DWT+x+V5x— 1D 6x+4+V7x+2) _
:ls?z(v’ +4— Y7x+2)(V6x+4+Y7x+2)(V7+x+YSx-—l)
T4+x—5x+1 V6x+4+Y7x+2
 xe26x+4—Tx— 2 V7 +x+V5x—1
—4x+8 Ay V6x+4+VTx+2

x-=2 —x42 x—2 V7+X+V5x"

Felhasznaltuk, hogy a szorzat hatdrértéke a tényezOk hatarértékének
szorzataval egyenlo:

—afx—2) Gxra+lTxt2_, 4+4 2 _ 1
TAETD hm L g == 5
xo2 —1(x—2) x-2 VT4x+V5x—1. 3+3
5. 1im_vs_————— V5—x+x' _ 5 A helyettesitési érték az x=0 helyen a
x-0 X

% hatérozatlan kifejezés.-
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Gyoktelenitjik a szamlalot:
o V5—V5—x+x _lkn(ﬁ—VS—x+;)(ﬁ+Y5-x+x’)

x-0 x x>0 x(V5+¥V5—x+x2)
- il 5-5+x—x* poorel x—Xx
= im
=0 x(Y5+V5—x+x2) 0 x(¥5+¥5— x+x‘)
x(1—-x) - 1—x
= lim = hm — —
x-0 x(V5+VS x+x2) x20 Y54)5—x+at
TR
b3 s
x 0
6. lim————— =7 A helyettesitési érték e helyen — eredményt ad.
x-0 Y1 —cos x Y

A tortet bovitjik ¥ 1+ cos x-szel.
xY1+cosx 3 xV1+cosx

lim = lim =

x-0 §1-—cos’x x=0 sin x o
20 X e
= lim ~-lim Y1+cosx=1-Y2=}2.

x—-0 sin x x-0
Itt felhaszndltuk azt az ismert Osszefiiggést, hogy

lim —
x—0 SIn X

I'ehat
lim ————— =}2.
x0T —cos x

1—cosx

=1.

7. Imn
x—0 X
kapjuk.
Bovitjiikk a tortet (1+ cos x)-szel.
. (I1—cosx)(1+cosx) 3 1—cos’x
lim = lim =
x—=0 x(1+cos x) x—0 x(14cosx)
X sin x sin x e sin x
= lim——— = lim - lim
x+0 X(1+cosx) x-+0 x xw0l-+cosx
. l—cosx
m —=0.
x-0 > 28

0
=? Behelyettesitéssel a Y hatarozatlan kifejezést

=1-0=03
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8. lim -S> % _2 Az x =0 helyen mind a szAml4l6, mind a nevezd
x—0 x2
értéke 0.
Bbvitjiik a tortet (1+cos x)-szel.
1—cos*x 4 sin® x
11411 e —
x—0 x3(1+cosx) x-0 x*(1+4cosx)
i (sinx)’ dio bl
_x-l::) x x-.ol+cosx 2 2 Jrie
el 0
o) Mg AE PNTE o (—) Az eredeti tortet atalakitva, felhasznalva
x—0 3.!3 (1]

a sinfa+cose=1 és a cos2a = cos® a—sin® a Osszefuggéseket,
1—cos2x h sin? x+ cos? x — (cos? x —sin® x) &
s T R 3x

_ 2sin*x 2 (sinx)* 2 2
= lim = lim —- ==
x-0 3x2 x—903 X 3 3

 iE

x—»00

10. 3 Y —17 Ha x - o, akkor mind a szdmlal6, mind a
8Yx® +Vx
nevezd végtelenné vilik, tehat a — hatérozatlan kifejezést kapjuk.

A gyokos kifejezéseket closzor tortkitevsji hatvanyokks alakitjuk 4t:

».. .3
& L

im ot S =i
8x® +x*

1
1—-
2 =
1—x® ® x? 1
Iim lim =—.
Xx—»00 1AM Xx—soco 1 8
8+x* Sty
anis li : 0 I . 0.
—=0 és m —=0.
Ugy x—?tln % xi-mﬂ xt
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1 2

5= 7 5=

11. Hatirozzuk meg az e T tortkifejezés jobb-, ill. baloldali ha-
5‘?

thrértékét az x=0 helyen. A helyettesités az els6 esetben a

©O == oo

, a ma-
o

sodikban a

hatédrozatlan kifejezést adja.

m — L — =9
x—++0 !__l

2
Kiemeliink a szamlalébol és a nevezébdl 5 -ct:

1 2 2F X
e -0 5*[5*-2)

lim = lim =
x40 2-x x40 =
5 eyt
g
y 5 =2 f Sl
- lim ———= lim 5\5 *-2).
x-+ 1€ 5% x—>+0

Az Atalakitisok soran eddig nem kellett figyelembe venniink, hogy
v pozitiv vagy negativ értékeken at kozeliti-e meg a nuildt. Most azonban
u két esetet kiilon kell valasztanunk. Ha x jobbrol (pozitiv értékeken at)
tart nullahoz, akkor

L 1
Hm 57 =7 e
x—>+0 x->+0 1

=

mivel a nevezd kitevdje ez esetben + «-hez, a nevezd értéke tehdt szintén
{ w-hez tart.
Ha ezzel szemben x balrdl (negativ értékeken at) tart nulidhoz, akkor

o 1
lim 3> *— I o
x—>—0 x—+0
I'ehat
s
lim 5(5 X —2) =—10;

x—>+0
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és

lim 5(55—2) = 4.

x—-—0

A tortfiiggvénynek tehit az x=0 helyen nem egyezik meg a bal- és a jobb-
oldali hatirértéke, vagyis nem megsziintethetd szakaddsa van.

1 4
12. Iim (—— — ———\' =7 Eldsz0r a feladat tipusit hatirozzuk
x—-1+0 I—x 1 —x’
1
meg. lim —— = —o, mert az x az 1-nél nagyobb szamokon keresztil

x-»1401—x
tart az 1-hez, amelyekre a nevezd, tehat a tort is negativ. Viszont

4 j 4

x140 1—x* xa140 X1 T

mivel x>1 esetén a nevezd, tehat a tort is pozitiv.
A tipus tehdt: —oofec.

Hozzunk ko6z6s nevezore:

8 1 4 4 l+x+x2—4 i b e B
lim | ———|= —_— = lim ——
x—14+0 I—x 1-x° x-1+0 1-x* x-»1+0 1—x

A szamlilo helyettesitési értéke az x=1 helyen: 1+1—-3 = —1. A ne-
vezd helyettesitési értéke: 1—-1 = 0.

Ha 1-nél nagyobb sziamokon keresztiil kozelitjik meg az 1-et, akkor a
nevezd negativ szimokon keresztiil tart nulldhoz, igy a tort eldjele pozi-
tiv és hatarértéke az x = 140 helyen +<:

1 4
lim (———— =+ oo,
xs140\U—x 1-—x°

Ha a tort baloldali hatarértékét akarjuk meghatarozni, akkor figyelembe

kell venniink, hogy egynél kisebb x-ekre a nevezd pozitiv, mig a szamldlo
valtozatlanul negativ, és igy

p ( 1 4 ]
I gl f—rioos
x-1-0\l—-x 1-x°

13. lim (Y2 +4x —¥2x*—5x) = ? (o — ) Az egész kifejezést tortté

XxX—»oo

alakitjuk dgy, hogy megszorozzuk és elosztjuk a (¥2x*+4x +¥2x*—5x)
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kifejezéssel:
i (V2 +4x V22 =5x) (V22 +4x + V22 —5x) .
e V2x*+4x +V2x*—5x
8 222 +4x—(2x*—5x%)
xse V2x24+4x +V2x2—5x

lim . 9x > 9
xsee Y2x344x +Y2x3—5x  x—ee 4 ]/ 5
2+;+ 2—-;

4
Mivel lim —=0, és limi=o, igy

x-»c0 X x—c0 X

|
5

lim (Y2x=+4x—}’zx=—5x)=i.
2Y2

X-»co

% x
sin — —cos — -
; 4 4 S
14. J‘lm:.° i =? A szamlald a pozitiv szimokon, a nevezd
- .
cos —

a negativ szdmokon keresztiil tart a nullihoz, amit igy jeloliink: i
o
Ui. b -nél kevéssel nagyobb szogértékekre a szinusz fiiggvény értéke na-

gyobb a koszinusz fliggvényénél ; % -nél kevéssel nagyobb szogekre pedig
a koszinusz negativ (1. a 44. 4brat).

YA
1
y=sinx

' -X

5 SR G

o b A
1 y-cosx

44. abra
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x
Bovitjiikk a tortet (sm 7+cos —4—)-gyel
x o BA. X
(sm———cos-;) (sm 4~|—cos—‘;-] i
x->=+0 x x x)
— |sin —+cos —
0% sl 4
sin? ——cos* —
4 4
= Iim -
b ‘:os-Jli sini+ hock
2 4 4
cos =
2 —
_x—u+. . X x
— —_— m-—.—
cos 2 sin 2 3 4)
i —1 I A s
8. x»n+0 . X ﬁ 'li ﬁ 2
s T e X

0
Ha a baloldali hatirértéket szamitjuk, akkor ugyan r alaku lesz 2
kifejezés, de a fentivel egyezd atalakitdsok utin szintén az adodik, hogy

x b 4
D e o
Y Sin p 4 ﬁ
lim i »
x—+x—0 i 2
2

sin - —cos - ¥z
lim =
XK x 2
COS—:
s
i V2+tg —Yz—tgx 0
15. lim - =P
x—=>+0 s x 0
62 "

Elészor a szdmlalét gyoktelenitjiik:
e V2+tgx—V2—tgx

x—+0 sin x

L (N2+gx—V2-180) (2 +1gx+1V2-1gx)
x> +0 sinx (N2+igx+¥2—1gx)

3 2+tgx—2+41gx
= lim =

x>+0 sinx (V2+tgx+V2—tgx)

2tgx
= hm =
x++0 sinx (V2+tgx+¥2—tgx)
sin x
2
: cos x
= lim -
x> +0 sinx(v2+tgx+r2—tgx)
S 2 ooy BB aicaad IR
x++0 cosx (V2 +tgx+12—tgx) 102+Y2) 2

-0
Ha a baloldali hatirértéket keressiik, akkor a tort —6 alaku, de a
hatarérték az elébbivel megegyezik, tehat

i V2+tgx—V2-tgx V2
im =

x—0 sin x 2

0

Megjegyzés: Az 5 és az x egyarant radianban kifejezett ériékeket jelen-
tenek. A szamldlé és nevezd kis pozitiv x értékekre pozitiv, ui. ekkor
mind sin (5+x), mind sin (5—x) negativ, de az utdbbi abszolut értéke
a nagyobb (l. 45. abrat), és igy a kiillonbségiikk — a szamlalo — pozitiv.

Felhaszndljuk a szogfuggvények kiilonbségének szorzatta alakitasara
vonatkozé sin (e+ f)—sin (x— B) = 2 cos a sin f azonossigot; igy

sin (5+x)—sin (5 —x) L (0)
x—+0 x oy

2 cos 5-sin x 3 Z sin x
lim ——————= lim 2cos5- lim =
x> +0 X x—>+0 x-»40 X

=2cos5-1=2cos 5.

63



y=sinx

P ok,
b
'
>

2

&
Nl |-
)
<_TE
%’
W

45. abra

A feladat megold4sa akkor teljes, ha meghatarozzuk az 5 radidn nagy-
sagi szog koszinuszat.

cos 5 = cos (5-57,3°) = cos 286,5° = cos (360°—286,5°) = cos 73,5°=
= 0,2840.

A Kkeresett hatirérték tehit

il sin (5+x)—sin (5 —x) = 2-0,2840 = 0,5680.

x—=++0 x
Ha x kis abszolit értékdi negativ értékeket vesz fel, akkor mind a szdm-
—0 i
4l6, mind a nevezd negativ, a hidnyados tehét —6meghaté:ozatlan alaku.

A fenti 4talakitisok elvégzésével ugyanarra az eredményre jutunk, tehat
a bal- és jobboldali hat4rértékek megegyeznek, vagyis az x=0 pontban a
fiiggvény szakaddsa megsziintethetd, ha fiiggvényértékként 0,5680-at
valasztunk.

II1. .A DIFFERENCIALSZAMITAS
ALAPFOGALMAIL

1. A differencizhinyados értelmezése

A fiiggvénykapcsolat Osszefiiggést ad meg a fiiggetien val-
tozo és a fiiggvényérték kozott, Igy az értelmezési tartomdny
bdrmely értékére mint fiiggetlen vditozd értékre kiszamithato
a hozzd tartozo fliggvényérték. A fiiggvény menetének vizsgdlata
sziikségessé teszi, hogy azt is megdllapitsuk, a fiiggetlen val-
toz6 valamilyen megvaltozdsa (novekménye) a hozza iartozo
fliggvényérték milyen megvdltozdsdt (novekményét) eredmé-
nyezi. Ennek jellemzésére a két vdltozds viszonyszdmdt, hdnya-
dosdt haszndljdk (mégpedig a szdmldlé a fiiggd valtozé novek-
ménye, a nevezd pedig a fliggetlen vdltozdé).

Y

y=fix)
ya'Ay )
///
b |A!_/
% ol A X _l
3 1
/l
{), % XJ'AX X 46. 4bra

A 46. dbrdn ldthatd, hogy ha a fiiggetlen vdltozot x;-rél
(xo+ 4x)-re noveljilk, ami a fiiggd vdltozd y,-rol (y, - 4y)-ra
vald vdltozdsdt eredményezi, akkor az el6bb bevezeteit hdnya-

dos, vagyis 7{(— , éppen a gorbe x, abszcisszdju pontjabol az

Xo+Ax abszcisszdju pontjiba huzott szeld irdnytangense.

5 Differencidlszémitéas
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Ennek értéke (adott fiiggvény, és igy adott gdrbe esetén) fiigg
a két metszéspont helyétdl, vagyis xo-tol és Ax-tol. E hdnya-
dost a fiiggvény differenciahdnyadosanak nevezziik. Altaldno-
san azt mondjuk, hogy az y=/(x) fliggvény differenciahdnya-
dosa a fiiggvény ndvekménye (4y), osztva a fiiggetlen vdltozd
novekményével (4x).

A differenciahdnyados jelolése:

4y fx+4x)—fx)
A Ax ¢

Gyzkorlo feladatok

1. Hatarozzuk meg az y=2x? fiiggvény difierenciahanyadosanak értc-
két az xo=23 helyen, haa) dx,=1;b) Ax,=0,1; c) Ax;=0,01. Harom rész-
feladatunk van, hiszen a differenciahdnyados értéke nemcsak x, értékétol,
hanem Ax értékétdl is fiige.

A szeld egyik pcntjix mindhdrom esetben rogzitctt, ez a Polxo; Yo)
pont. Mivel y,=x3=9, tehat P, (35 9).

4y,

a).. Ax; — 1. ekkor (———)
Ax, X0 i 1

G+1)2-3 16-9

iR,

Az eredmény azt jelenti, hogy ha az y=x* fuggvény 3: 9 ppntjz’gn
keresztiil egv szelot huzunk, amely a fiiggvényt az x;=4 abszcisszdju
pontjiban is metszi, akkor a kapott egyenes X-tengellyel bezart szogének

tangense 7.
b) A4Ax,=0,1; ekkor

= = = 6,1.
Ax2) xy 0,1 0,1 0,1

(Ay, b G =3 3w 96859 |

c¢) Adx;=0,01; ekkor

= 6,01.

(AJ’s) _ (3+001)*—3*  9,0601--9 _
SRS YRR T

Annyit megfigyelhetiink az eddigickbdl, hogy a differenciahdnyados
értéke egyre kozelebb van a 6-hoz. (Ez nem bizonyitas, csak megjegyzés!)

2. Oldjuk meg az eldbbi feladatot altalanosan! Irjuk fel az y=x?
fiiggvény differenciahdnyadosat olyan alakban, amelybdl barmely adott
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x és Ax értékre a differenciahdnyados szamértéke kozvetleniil kiszamithatd.
() =x* flx+4x)=(x+4x);
Ay 4 (x+4x)*—x> x*+2xdx+(4x)?—x2
Ax Ax i Ax i
| 2xdx+ (49 ‘
e Ax

= 2x+4x.

A differenciahanyados tchit jelen esetben egy kéttagn kifejezés
I X tehit je Y gii kifejezés, amely-
nek 'egylk tagja csak x-tdl, masik tagia csak Ax-16l flige. Adott x éngk
;-fctcn az elsO tag allandod, és a diflerenciahdinyados ériéke csak Ax-161
ugs.
< Hatérpzzg!cr meg az eldbbi kifejezés segitségével az y=x? fliggvény
xo=12 abszcisszaji pontjan it hazott szeldjének egyenletét, ha Ax=0,2!
4Ay
— =2x,-+4x=2-1240,2=24,2.
Ax xo0
Az egyenes irdnytangense tehdt 24,2, és az egyenes atmegy a parabola
xo=12 abszcisszdju pontjan. Mivel y,=x3=144, ezért P, (12; 144). Az

adptt '(x.,; o) ponton atmend, adott m irdnytangensii egyenes egyenlete
mint ismeretes, y—y, = m(x—xp). )
gy a szelé egyenlete:

y—144 =242(x—-12);
¥ =242(x—12)+ 144.
4. Legyen az adott fiiggvény y=4x* B e — abba -
» é/:(zi!:o%g; ihn ﬁ)giggﬁ:\?jrgzz:lf Jesge: el ?i:;?cb:c;glgl)?;k]);
Yo=4x3+5=4-9+5=41, tehit P,(3;41).
a) Adxy=1; Ay,=y;—ye;
Ay =4(xo+ 4, +5-y, =43 +1)*+5-41 = 4-16 + 541 = 28;

4y 28
(———‘) =""=28.
Ax, xg 1

b) Ax:=0,5; Ay.=y.—y,;

Ay = 4(xo+ A%P +5—y, =4(-+0,5P +5-41 =
=4-12,25—-36=49—-36 = 13.

AXg XG— 5% 1

5* .
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¢) Axy;=001; Ay, =y;—yo;
Ay; = 4(xp+ dxg)? +5—yp=4(3+0,01)* +5--41 =
=4-9,0601 — 36 = 0,2404;
j 0,2404
(‘lyf g T
Ax3fx0 0,01
A feladatot azért oldottuk meg ilyen részletesen, hogy ldssuk az egy-
szeriisitési lehetOségeket.
5. Az elozo feladatot oldjuk meg aitaianosan is!
y=4x2+5; f(x+4x) = 4{(x+4x)*+5; f(x)=4x+5,

4y Ax+Ax)P+5-(Ax+5)

Ax Ax
e 4x?+ 8xAx+4{4x)* +5—4x* -5 - 8xAx+4(4x)* P
Ax Ax

Az eldobbi eredmények ebbdl konnyen szamithatok:

(@] L I T

a4 X1/ x¢

{f’—] = 855 40594 1 2 — 26;
Axa X0

(f'i?) =8.344:0,01 = 24+ 0,04 = 24,04.
Ax:, xQ

2. A differencialhdnyados értelmezése

Ha az y=f(x) fiiggvény differenciahdnyadosdinak az x=a
helyen van hatdrértéke Ax -0 esetén, akkor ezt a hatdrértéket a
fiiggvény ,,a” helyhez tartozo differencidlhdnyadosdnak (deri-
vdltjanak) nevezzik.

Jelolések: }Jiﬁo’f(—"“;——%"f—(f’—) = [—d‘—l%]_ = (@) =¥ (a).

Ilyenkor azt mondjuk, hogy az y=f(x) fi%ggvény az x=a
pontban differencidlhaté. Ha a figgvény egy intervallum min-
den pontjaban differencidlhatd, akkor az intervallumban dif-
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Jerencidlhaténak mondjuk; ha értelmezési tartomdnydban min-
deniitt differencidlhatd, akkor — réviden — differencidlhaténak
nevezziik. A differencidlhdnyados értéke csak x-t8l fiigg, ezért
cgy fiiggvény differencidlhdnyadosa szintén egy fiiggvény.
Az y=f(x) fiiggvény derivéltja tehdt az a fiiggvény, amelynek
birmely x helyen szdmitott helyettesitési értéke egyenld az
y=f(x) fiiggvény x helyen szdmitott ditferenciahdnyadosdnak
hatdrértékével.

A differencidlhdnyados geometriai jelentése: Ha Ax—0,
akkor a szel6 a hatdresetben az érintGbe megy dt, vagyis a
differencidlhdnyados értéke az x =a helyen egyenl a fiiggvény-
gorbe ,,a” abszcisszdju pontjdban huzott érintd irdnytangen-
sével.

Az aldbbiakban néhdny fiiggvény differencidlhdnyadosat
hatdrozzuk meg.

Gyakorl6 feladatok

1. Hatdrozzuk meg az y=x? fiiggvény x,=3 abszcisszdju pontjidhoz
huzott érinté egyenletét! (A feladatot elobb 4ltalanosan oldjuk meg, és
csak ezutdn helyettesitiink be.) Elészor a differencidlhdnyadost szamit-
juk ki:

y=x?; Az €l6z6 pont 2. példijinak eredménye alapjin

4
b = 2x+d4dx;
Adx

4
y = Tim R G gy
Ax—0 dx Ax—0

Megkaptuk tehat az y=x? fiiggvény derivaltjst mint x fiiggvényét.
Az xy=3 pontban y’(3) = 2.3 ='6.

Az érintési pont koordinatdi: Po(3;9).

Az érintd irdnytangense: m=6.

A keresett érintd egyenlete tehat

y=9=6(x-3); y=6x—9.

2. Hatdrozzuk meg az y = 4x*+-5 fiiggvény x=3 abszcisszaju pont-

jaban huzott érintd egyenlewét! y = 4x+5; Az el6z6 pont 4. példajanak

4
eredménye alapjan —A—}i= 8x+4A4x.
x
y = lim (8x +44x) = 8x;

4x-0

Y (3)=8-3=24,
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Az érintési pont y, ordindtdja: y, = 4-9+5 = 41.
P,(3;41); m=24.

Az érintd egyenlete tehat:
y—41 = 24(x—3) = 24x-72;
y = 24x-31.

fiiggvény derivaltjat!

3. Hatdrozzuk meg az y = — =
% dnend /

A fiiggvény novekménye:
3 3 3(x=N=3 (xFAx—=7) )

) IR O S A
% 3x—21—-3x—34x+21 & —34x ;
(x+4x—-T)(x-7) GrAx—NE=1)
a differencidlhianyados:
—34x

= lim =
ax—0 Ax  Ax-0dx(x+Ax—T)(x—-T7)
i -3 3
= lim —_ — i
Ax-0 (x+A4Ax—T)(x-T7) x=7)?

4. Hatirozzuk meg az y=Vx fiiggvény derivaltjat!

dy=Vx+4x—Vx;

4y Vxrdxe—Vi _ (Fxrdx—V)(xrdx+Vx)

4x 4x Ax(Vx+4x+Vx)
x+A4x—x o 1
Ax(Vx+4x+Vx)  Vx+4x+V¥x
1 |

£ bl e by
4x-0 Y x+Ax+¥x 2Vx

1
Tehat az y = Vx fiiggvény derivéltia y’ =—— .

2¥x
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IV. DIFFERENCIALASI SZABALYOK
ES ELEMI FUGGVENYTIPUSOK
DIFFERENCIALHANYADOSAI

Az el6zd fejezetben egy-egy konkrét példdn ldttuk, hogyan
lehet egy fiiggvény derividlt fiiggvényét a differenciahdnyados
hatdrértékének kiszdmitdsa 1tjdn meghatdrozni. Hasonlo-
képpen kaphaték meg az egyes elemi fiiggvénytipusok dif-
ferencidlhdnyadosai is, melyek ismeretében a kovetkezokben
targyalt differencidldsi szabdlyok segitségével bonyolultabb
fliggvények differencidlhdnyadosa is meghatdrozhaté. A gya-
korlatban dltaldban igy szdmitjdk ki adott fiiggvények dif-
ferencidlhdnyadosdt. 5

Hi: iz onugc{:sd be &
1. Alapveté differencidlasi szabslyok

a) Konstans differencidlhdnyadosa. Ha y=a (a=4dllandd),
akkor y"=0. Vagyis a konstans differencidlhdnyadosa nuila.

b) Allandéval szorzott fiiggvény differencidlhényadosa. Ha
y=cf(x) alaki (c=adllandé), akkor y"=cf”(x). Vagyis a dif-
ferencidlhdnyadost gy szdmitjuk ki, hogy a fiiggvény derivalt-
jat szorozzuk az dllandoval.

¢) Osszegfiigevény differencidlhdnvadosa. Ha y = u(x)+
+2o(x), akkor ¥y’ = u'(x)+v'(x). Vagyis osszegfiiggvény dif-
ferencidlhdnyadosa a tagok differencidlhanyadosdnak &sszegé-
vel egvenlé. A szabdly akdrhdny tag differencidldsdra is igaz.

d) Két fiiggvény kiilonbségének differencidlhdnyadosa. Ha
v = u{x)—uv(x), akkor y" = u’'(x)—v’(x). Vagyis kiilonbséget
tagonként differencidlunk.

€) Két fiiggvény szorzatdnak differencidihdnyadosa. Ha
y=u{x)v(x) alaki, akkor y" = w (x)v(x)+u(x)v’(x); rovi-
debb jeloléssel: y* = w'v+uv’. Vagyis két fiiggvény szorzatd-
nak differencidlhdnyadosdt ngy szdmitjuk ki, hogy az elsé
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tényez6 deriviltjat szorozzuk a vdltozatlan madsodik tényezdvel,
majd ehhez hozzdadjuk a valtozatian els6 tényezd és a mdsodik
tényezd derivaltjdnak szorzatdt. Hasonloképpen kell differen-
cidlni a tobbiényezds szorzat fiiggvényeket is; pl. hdrom té-
nyezd esetén a szabdly: ha

y = u(x)p(x)z(x), akkor
y = (xo(x)z(x) + u(x)v () z(x) + u(x(x)z'(x);
f) Két fiiggueny hdnyadosinak differencidlhdnyadosa. Ha

W () 0(x) —u(x)v' (x).

X - ? SEi e Ea {
57305 alaku, akkor y = e ; roviden:
u'v—uv Ly B BR00 ; : Hts s

B ey Vagyis két fiiggvény hdnyadosdnak derivaltjat

Ggy szamitjuk ki, hogy a szdmldlo derivaltjdt szorozzuk a
nevezével, ebbdl kivonjuk a szdmldlonak és a nevezd derivaltjd-
nak szorzatit; a kiilonbséget osztjuk a nevezd négyzetével.

) Osszetett kozvetett figgvény derividltja. Ha y=f[p(x)]
vagyis y=/(u), ahol u==@(x), akkor y'=f(u)-#'. Tehat a
fiiggvényt Ggy derivaljuk, mintha figgetlen valtozéja az u
figgvény lenne (azonban u helyébe itt is @(x)-et helyettesi-
tink), majd az igy szamitott derivaltat szorozzuk m-nak x
dy dy du

dx  du dx’

Hasonloképpen kell differencidlni a tobbszOrdsen Osszetett
fiiggvényeket is. Példdul hdromszorosan Osszetett fiiggvényre
a szabaly: ha

y=flglhx)]}=f(), abol u=glh(x)]=gw),

és v=h(x), akkor

szerinti derivaltjaval. Mas jeloléssel:

dy dy du dv

o

dx  du dv dx’

Ezt az eljgrdst az un. ldncszabdlynak mnevezzik.

7

2. Hatvanyfiiggvény differencidlasa

y=x"; y'= nx""1, abol n raciondlis szédm.

 Tehdt barmely raciondlis kitevGjli hatvanyfiiggvény dif-
ferencialhdnyadosdt gy szamitjuk ki, hogy az eredeti kitevs-
vel szorozzuk az alap eggyei kisebb hatvdnydt. Az aldhbi
gyakorld feladatok megolddsa sordn a hatvanyfiiggvényeken
gyakoroljuk az alapveté diiferencidldsi szabélyokz:f. (Termeé-
szetesen a tovdbbi elemi fiiggvénytipusok tdrgyaldsa kapcesdn
szintén felhaszndljuk majd ezeket a szabdlyokat.)

Gyakorlé feladatok
1.  p=a g
2. p=axt. V- do

l ’
3. y::;;; =7

A tortliiggvényt célszerli negativ kitevojii hatvan: irni
’ ti vt y alakjaban irni,
igy konnyebben kiszamithaté a derivalt: ’ o

y:—;;:x 8 Y=—6x""T=——.

oy 4
i :mk ¥ Vx; ¥ =7 A kifejezést tortkitevds alakba irjuk at, majd deri-

3 1 N 2
y:}’;:x‘; y_—_i 3 3=ix_?=.1__.1__ !
3 3 g
V2 3V=
2
S. J’=:; Yy =1
V=
2 i 2
Y "'=2(_3)f7=—1x%=
Vi 4 2
= 3 3
=T i
2V Y
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B0 = o )G; y' =? Az egyenld alapi hatvanyok szorzasat elvégezve,
kapjuk:

o in i
Y=t PRt 3 i $
S L2 ¢ gr. (G 9 _?xx’_ﬁix' & ’_:'1%_ I
y==7xz z.___2_,xz=_2_'f;f=_£_xsy;_ y= T = 1 =3 X
x x
x?
i e
v 39 2 391 w
Vx }'—Exm'—‘-}—o X"'— ,9 'I;a.
x4 Ja =t L e
kit 5
T R e =x*; Az eddig derivalt figgvények egytagiak voltak. Most tobbtaga kifeje-
Vx zéseket fogunk derivalni.
i .%“%—E-x%—ﬂtf;:-l—lx’;'; 13. y=5x"+4xt—3x*; y =30x+16x3—9x2.
Tyt ViRY 3 3 ;
1 M y=4"+———; y' =2
8. y=3__‘9 ¥ =? '/;
x3
V— p R 3 Célszer(i elészor hatvany alakba irnunk minden tagot:
—.2— 2 ——— s
) i : =x*; y'=—;x’=""3“;"_=‘ R e JEAEH o
Ve = %= b o e e Dl B
3
= =17 ) ) Y 3 1
O xVx: ¥ y’=28x‘~3x"—2(—-—)x P =28xf - — — .
L i ; e 2 o xlx
0 PN RETIRERC TR S B e atbas
y=axrxt =xT=xty 3" g L s
3¥x 15. y=3x}’x-——;—+2; y =2
3 - ¥x
10. y= Yoi pet i~ il
36 e e 1 y=3xVx———42=3xF —5x ¢ +2;
sl '/_;=xau. Y =—x %= § &
e i 36 26 Yx
36 ¥
1 A 3 A et L s S
11. y= Ty =7 y':—-x’ +—x =_y;.. = _ﬁ 5 X
8. 2 6 2 6 2 6
.xl/x 6"):—’ 6x}’1—c
1 A8 y S 4 4 3x24+2x3
b Ao oo oade S y=-—3—x’=~——;:=— e 16. y = T y=
s 3¥x 3xYx "

7/
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A fiiggvény tortfiiggvény és a nevezo egy‘tztg(x_. Fl6bb elvégezzik a tagon-
kénti osztast és ezutin fogunk csak derivéini.

P M:M:}x%-fz,x—:—;
Vx o
B voahe b
= —x2% +5x =——45x}x.
y 2x S5x 3
SR
Shx-—6Yx. . 5
1. y= = —; Yy =1

x2

A feladatot az ¢lobbi modon oldjuk meg:

e 0 2 i #
_ti-dls_shoef b ot
Y= x? X3
2. 15 10 B 10
LSS My e = e e

a = uggveé drbéjének azokat a pontjait,
. Hatarozzuk meg az y=x* fiiggvény gorbéjéne
amle?yekhcz huzott érinték parhuzamosak az y = 2x+4 egyenessel (47.
4bra)!

¥ g-x?

9l

8,.

7.

6

5L

4

3-.

Z..

1=AR(11)
2 1 1 1 )X
234 0/'1 19 47. abra
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Az adott egyenes irdnytangense: 2.

Keressiik a gorbe azon pontjat, amelyhez hizott érintd irdnytangense
szintén 2. Az érintd irdanytangense y'=2x; mivel y’=2 kell, hogy legyen,
tehat 2=2x, azaz x=1, vagyis a gorbe x=1 abszcisszaji pontjiahoz hiwott
érintd irdnytangense 2.

A feladatnak tehét csak egy megolddsa van.

A kercsett pont crdindtdja: y=12=].

A pont tehat. P,(1;1).

3

19. Hatdrozzuk meg az y=¥x fiisgvény azon pontjaii, amelyekhez
hizott érinték parhuzamosak az y = x4-4 egvenessel (48. sbra)! frjuk
fel az érintdk egyenletét!

¥
L e
0/
LV
3 z
5 g
12,
Pl
i b} T v A 5 3 1 X
D T S s L) R TRy Y. TRy
_] &
il
48. dbra
A fuggvény és derivaltja:
3 1 § R 1
IRE 0 W (R0 el TN 1) )
y=Fx=x%; ot g
3
Mivel m =1, tehat 1 = ~; ¢bbdl -— harmadik hatvanyra emelve
3¥x
mindkéi oldalt —
1 1 1 1 3
2] = X mpmi XS = = =1
x* 27 Y2 £33\

A keresett pontok abszcisszai tehat
Y3 -¥V3
Xp T ——) Xg= ———,

9
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Az ordinatik [itt az x= ——ll_—_ alakot célszeriibb behelyettesi!eni):
+¥27

VE ) I

£z érintési pontok tehat

A keresett egyenesek egyenleteinek meghatarozasa {m=1):
A P, ponthoz huzoit érinid cgyenlete:

A P, ponthoz hiizott érintd egyenletc:
. 1 [x+ Y—3' ]
Vi Taw -

V3 2

6 jait, amelyekhez hhzott
srozzuk meg az xy=38 gorbe azon pontjait, ameiyex: 2 e
érii?ékﬂn?;?&l;‘l)ez;:mk azg y = 3x+2 egyenesre (49. 4bra)! irjuk fel az egye
nesek egyenletét!
8

xy=8; y=—x—--8x“; § = Ay g

Y1 y=3x+2

Sk

/ xy-6

I Y

A
W

—\

3 49. abr
-5 . avra
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Az egyenes irdnytangense: m,=3.
Az adott egyenesre merdleges egyenes irdnytangense a merdlegesség
1
feltétele alapjan: my = ———= — -1— 5
my 3
Kiszdmitjuk -— a derivalt ismeretében — a fiigevény azon pontjainak
abszcisszait, amelyekhez htzott érintdk irinytangense -4

1

8 | i
——— e e —2d x=iy24=i2'/g'
3 x2

xlzzﬁ; x=—2Y6.
A keresett pontok crdinatdi:
B i i 206 8 4 26
o o T g A il gge Byl 3
Az ¢érintési pontok tchat:
P,[:'.VE; ﬁ] és P,[-z;’é; —3’—@].
3 3
Az egyenesek egyenlete:
b 2¥s
3

¥y =rglr-216), o y+~=—%(x+2yg)-

21. Az xy*=25 gorbe valamely pontjihoz huzott érintd az X-tengely 2
pozitiv_irdnyaval 60°-os szoget zar be. Hatdrozzuk meg ezt a pontot °
(50. 4bra)!

5
xr=25; y=+—.
Vx

A fiiggvény, amint ez az 4brabol is lithatd, kétértéki, szimmetrikus
az X-tengelyre, és értelmezési tartomdnya a pozitiv X-tengely. Mivel az
X-tengely feletti pontokban huzott érintok az X-tengellyel tompa szoget
zarnak be, ezért a feladat feltételénck megfeleld pont csak az X-tengely

5
alatt lehet. A fiiggvény megfeleld szdrdnak explicit egyenlete: y = ———
55
5 - po i 5 5
Y="—.__—5x ', y'=-—-x ) i =4
Vx 2 27V 2x’[x

Az érintd iranytangense tg 60°=3.
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A keresett pont abszcisszdjanak meghatdrozasa:

2

ol
fi
|
|
i
kﬂ
i
- | 2
o
=
i
B~
58l

50. abra

4 6
[.3 55 S',-"IE)
o
¥

22. Mekkora szog alatt metszt az y =
sorbét (51. dbra)? 5 :
g,oré);y (gérbét meisz6 cgyenesnek a aorbével bezart

~2x+5 egyenes az y=3Vx

szogén azt a széget
: 12 srintdvel zav be.

etszéspontban huzott erlptove‘.

k}:ét a kovetkezoket _jelentl. I Meg_

tszéspontjait. 2. Ki kell szamitani

e ki =
értjiik, amelyct az egyenes 2 Al

‘Az elobbi kérdés megvi}laszo!gsa te
kell hatdrozni az cgyenes €S a gorbe me
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25 51. dbra

a metszéspontokbeli érintdk irdnytangensét. 3. Az egyenes és az érintdk
irAnytangense ismeretében meg kell hatirozni a bezart szogeket.

1. A metszéspontok kiszdmitdsa:

y=3Vx
y=—2x+5
—2x+5=13Vx;
2%+3¥x-5=0.

Az egyenlet V:—c-ben masodfokd, igy alkalmazhatjuk a madsodfoka
egyenlet megolddképletét.

—  =3+Y9+40  —-3+7
Vxx,a= = 5

4 4
= s 10 5
_,:1; TS = ——
},Y_ ¥ x. 4 )

Megjegyzés: A felvett gorbe egyértékdi, mert nem az y = + 3V x fiigg-

vényt adtuk meg, hanem csak az y=3Vx fiiggvényt, amelynek az x=0
pont kivételével minden pontja az X-tengely felett van, igy negativ ordi-

natdja nincs. Tehat a két gyok koziil csak Vx,=1, vagyis x,=1 megolddsa
a feladatnak.
x1=1; y1=3!r1c—1=3-
A metszéspont: Py(1; 3).

6 Differencidlszdmitas 81
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2. Az adott 1. egyenes iranytangense: =—-2. Az y=3]/x=3
fiiggvény derivaltja:
3 el 3

e —

L e

A derivalt helyettesitési értéke az x;=1 helyen:

7 1 3
i) — o
ez az x,=1 abszcisszdju ponthoz huzott érinté — II. egyenes — irdny-
tangense, vagyis m,=—2~ “

A I és a I1. egyenes 4ltal bezart szog tangense az ismert képlet szerint:

G L
g my—-mg =__2_=l-=l,75
B T, Tl R

A bezart szog a=60,3°.

e
23.y=x’_1, Y=,

2(x*—1)—2x-2x 2x*—-2-—4x* —=2x*—2

,

L il i o PR 0 G LS T

2 __2x’+3x- B
ghdmie e oal

,  @x+3) (4x—6)—(2x*+3x)-4

@x—6y
163t +120—24x 18— 83— 12x _
- (4x—6)?
8-24x—18  24x—12x-9)  4-12x-9
e T A Ak LB 202x—3)

82

_Yx+2

Vx+2
hatvany alakjiban irjuk:

; ¥'=7 A tortben levd gyokas kifejezéseket tortkitevsji

25y

LI
3

P ety s 1
eT: 2 (x¥ +2)—(x? .'rz).;_\-

1
(c® +2)%
| @i g o A e i
—x ®4x 5-——]—)( ‘...ix 3 2
3
= : 3
(x*+2)
1 2 1 1 2
—X-T—!-x-?—-}-‘x-? TR E———-—a
il 3 e 3¥x2
s il T P
G +2) Vx+2)

A most kovetkezd szorzatok nemcsak szorzatként derivil-
batdk, hanem a derivilds elStt a szorzds elvégzésével hatvdny-
fuggvények derivdldsdra is visszavezethetSk. Ezért a feladatokat
mindkét médon megoldjuk; igy meggydzadiink arrdl is, hogy
mindkét ton azonos eredményt kapunk.

26. y=VxGx—x%; ¥ =2
I. Megoldds:
1
y=x*(x-x%;
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q g 1. Megoldas:
. TR (5P 2(5-3xY) = ;A , s B o
y=—=x *Gx—x)tx ( ol A feladat megoldésa, a kijelolt szorzds elvégzése utdn differencidlva:
50 Ui 1 5 o :( “;‘ '%)__ n( ® TN ':‘ N
:»——Xz 111512_3),1: Jy=xX"\x =X R T =T X >
2 g 5 -%4_1 -z 5 o 1 S5 H 1
Y sy L ——x =t —
5 7/ 115 q i 6 6 6 _ S L 6,_
:.}23 xa?y}-’-c—:ﬁ——?—x‘!"xﬁ 6¥x 6¥x 6Vx o6x¥Vx
$A A

B L 3 s
ia 28, y=(1-2xtx kx| 3y =1
Z s Y FAITT : =
I1. Megoldés: Most elobh vépezzukel a szorzast. majd azutan differencialuvnk ‘ "x

1 Bl T I. Megoldis:
=22 (5x— Y= —x*; =
i X 5 <)) y=(1_2x+x_3)(x3__2x 2);
o PRI, (0 0 R Gy SR el e J .t/ 1 St febiids ST
y':E\-z it .——ii"x“}lxs :jVX . ',7«"'/»‘- re(—2=3x9(x® —2x *)+(—2x+x"%) (‘—x S+x ’)=
24 2 2 2 “ ho 3
» v, e it . e S0 e TS

A két ercdmény tehdt valdhan megegyezik. =2 = 3x ¥l P 6 Bt * ety

L 3 3
—2x ’+x ’:—2ﬁ—§~+

Vi

st ;
b7 (5 y=!/.\'{7x—7:}; y' =2 i 1 g3t -%

x

1. Megoldas:

# 6 4 1 23;,_ 1 i 1 2) ‘ 1
R VXt ——t —=
1p iy = T T T PO I s T
y= x?(xz —x'T); Vx }X’ 3yxg 3yxu, an lx Vx’
3 i 3 8 ;/— ] o 2 e 7 1 1
L e L = -5 sl (o iy g e b=
¥ =~{—x S (xT—x *)+x° {T‘ Vs el ’): 3y Fx Vs 3:;/-; i
3 2
8 3'*/.. 8 2 i i
ey o T T S R ) T T N = Talla * e
:——;—x—‘(x‘—x ©)4x® (—;r Fick ok °)= I E R R
1. Megoldas:
toer ot _—%*_ 4 r_%= Most elobb elvégezziik a kijelolt szorzdst, és azutan differencidlunk:
=—--3—x —'?).’ ‘7"5-\ N " »
; y=0-2x+x%{x>-2x )=
5
::E-..Bl +.1__.6_1_-=-_ —;——+ 3 _:_ .3 __:_ __;_ _él_ __%
6 Ve [ Ve A Gl =x%=2x"4+x *—2x ? +4x® -2x 2;
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1 mde L ghL L e 4 . X
fa oo SOE R S W e A 4 0 P40y Y =
Tinohil ik o 3
2.
14 B .8 1 AR
sl g i
3'/; 3 3’1;5 | 5o Vx Vx°
1 83._ 8 1 .4 7
= —Vx——t— At
afE . s % Vx xVx
A két eredmény tehdt megegyezik.
3x 6Vx 4
b Ay W e b
4x-2 5x*-3
X ¥
18x-x* 18x*

L @x—-2)(5x2—3) T20x° —10x2— 12x+6

1 ,’.
277 (20x° — 10x* — 12x+6) — 18x” (60x” —20x— 12)
(20x° — 10x* — 12x+6)* 2

A Kkijelolt miiveleteket mar nem végezziik el.

P

Most az Osszetett fiiggvényekre oldunk meg egyszeriibb
feladatokat.

30. y=0Cx+7? u=3x+7; y=u'. Egy elséfoku fiiggvény («) hat-
vanyfiiggvényét kell tehat differencialnunk.

A feladatot uigy oldjuk meg, hogy y-nak u szerinti derivaltjat szorozzuk
w-nak x szerinti derivaltjaval (z helyébe behelyettesitve x-et tartalmazo
kifejezését):

dy dy du dy

;. —=2u=2Bx+7);
dx du dx du

du dy
X _3, ésigy —=60x+7)=18x+42.
dx by ot
3. p=0G3+a2+1)73; u=53+4x+1; =
dy du
S 3= 3R+ 1) — = 15x%+8x.
du dx
dy dy du —3(15x*+8x) 45x2 +24x

I dde GRS TR
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6 1
2. y= };"‘2"":'6“‘"4'2)?; u=6x2+2%; y=VYu=4u'.

dy 1 -1 1 2. 84 1

r;i—=—i—u =—(6x2*+2x) *=—o-—"-—;

u 2 2Wer iz

du

— = —12x"3+42:

dx

dy 1 2— 7a —6x"

{—1-;--——-——--(—!24:"+2)= 12x i 1-6x73 ;
2V6x 2+2x 2Véx—2+2x Véx2*+2x

3. y=(x —})‘Y4x+6. A,szorzatf tuggvény mindkét tényezije Ossze-
tett fuggycny. Elobb' az eg'ycs’tenyezék derivaitjat kiilon-kilon meghata-
rozzuk, és csak ezutan derivaljuk az eredeti szorzatfiiggvényt. A feladatot

m.’{r a lancszabaly kozvetlen alkalmaziasaval oldjuk meg, mert a sok
jelolés csak zavarna.

y=f(x)g(x), ahol f(X)=(0Gx>*-3) és g(x)=V4x+6.
S (x) = 4(5x* - 3)*-10x = 40x (5x2—3)*;

2
V4x+6 ;

A tényezOk derivaltjait ismerve, a szorzat derivaltja:

1 ]
)= (@xt6) Toa=

Y =1(0)g) tf(x)g (x)=

- 40x(5x* ~ P VATTE 4 (Sx?— Yoo =

Vix+6 -
z b
(5xt -3y [«u frer rid )] A
Vd4x+6
2
3. y- é; y =1
Yéx*+2x

I. Megoldads:

A torinek Fsak a nevezdje Osszetett fiiggvény, igy eldszor annak a deri-
valtjat hatarozzuk meg.
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Legyen g(x) = V6x2 +2x = (6x? +2x)*; akkor

; i -+ 6x-+1
2 (x)= -2— .(6x2+2x) 2(1z2x+2) = T 5
Az ercdeti fiiggvény derivaltja:
N o el
% }’6)62 +2x 2(6x% +2xj—2x(6x+ 1) e
e 6x%-+2x A (6x’+2x)m€ v
_12x2+4x-—l2x’—-2x e 2x
; (632 +207 V&2

1I. Megoldds:

A feladatot Ggy is megoldhatjuk hogy a nevezoben levd kifejezést fel-
vissziik a szamlaloba, és a kapott szorzatfiiggvényt derivaljuk. Oldjuk meg
a feladatot igy is!

2x L
y = ————— = 2x(6x*+2x) *.
6x2+2x

1
Legyen h(x) = (6x2+2x) *; akkor

” 1 48, 6x+1
H(x)=——(6x*+2x) *(12x+2)= ~
2 Y(6x*+2x)*
Az eredeti szorzatfiiggvény derivaltja tehat:
ox 6x+1
¥ =2(6x2+2x) *+2x [——7:_————.___] 7
¥ (6x*+2x)*
2 12x2+2x i 12x2 4 4x—12x% - 2x i
Yex2+2x  V(6x*+2x)* V(6x* +2x)F
2%

Vexr+29°
Az eredmény az eldbbivel megegyezik!

88

38, y= l/_3x*+2x)’—(3x2+"x) L e

; - 12x+4
y :—3—(3x2+2x) 3(6x+2)=—3—i--——.
3V3x2+2x
Y6<54—4\"" ¢
RRYE: = s Legyen ulx) = V6x5 4x—*
V4x’+3x’

2 {6 W oy
(6x2+4x~%2, és v(x) =V4x"+3x3 = (4x7+3x%)°;
ill. nevezd derivaltja:

30x4~16x"5
= -—(6v°+4x 9 ’(30x‘—16x 5) = ---——16" i

S (Garwres

és

1 S G2
=5 (X +30) 5 (28x5+9x%) = -fﬁ‘igi—- 4
5V @x7+32%)*
A tortfiiggvény derivaltja:
30x4—16x75 5 28x8
Bl 75 7 e s it
-y Ve Tar Ty 5V(@x" +3x°)¢
5 —3
(4x"+3x°)

5 3
15V (@x7+3x%)® Y (6x°+4x~ %)
10(15x% - 8x = %) (4x7 + 3x%) — 3 (6x° + 4x %) (28x° — 9x?)

5 3
15(4x7+3x3) V4x7 + 3x® Y (6x° + x4

3. Trigonometrikus fiiggvények derivaltja

Az egyes szogfiiggvények derivéltjai a kovetkezok:

’

akkor a szamlalg

5 3
5(30x* —16x~%) ¥ (4x" + 3x%)° ~ 3 V (6x° +4x~%)?(28x°+9x?)

Y =:sinx; i =icosix: y=cosx; y = —sinx.
Y = tgs i : t ¢ :
= . — 3 =clgx.; = —
i e AT sin® x °
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Gyakorlé feladatok
1. y =2sinx—3cosx; y =?
¥ =2cosx+3sinx.

2. y=Stgx—2ctgx; y =17
5 2

DRI 0 o i
cos®’x sin®x

3. y=Vxsinx; y =17
r
R 2 o1 .
y = x* sinx;
ey = Sify o !
y'=—x ?sinx+x®cosx =—- +Vxcos x.
2 2¥x

4. y=S5sinxcosx; y=?

1. Megoldds:
3’ =5cos x cos x+5 sin x(—sinx) = 5 cos® x— 5 sin® x.

Az eredmény a kétszeres szogek szogfiiggvényeire vonatkozo azonossag
alapjan atalakithat6:

y’ = 5(cos? x —sin? x) = 5 cos 2x.
II. Megoldas:

A feladatot ugy is meg lehet oldani, hogy a derivalando fiiggvényt
alakitjuk at:

S : 5.1
y——-Ssinxcosx:?'Zsmxcosx=7sm2x.
A kapott fuggvény Osszetett.
e
y= —2—(cos 2x)-2 = 5cos 2x.

Az eredmény tehat az elobbivel megegyezik.
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5. y=sinV5x; y =2

1
y = sin (5x)2.

A fuggvény hiromszorosan Osszetett, mert egy elsofoku fiiggvény (5x)

irraciondlis fiiggvényének (V—S;) trigonometrikus fiiggvénye. Alkalmazzuk
a lincszabdlyt:

1
¥

i 5cos V5x i V5 cos V5x i
2V5x Wz ¢

1
6. y=cos—; y' =7 A fuggvény egy hatvanyfiiggvény trigonomet-
X

-5

1
y = [cos (SX)?] -%(5-‘)-

rikus fiiggvénye alakjat olti, ha a kovetkezOképpen irjuk:
y=cos (x3)

i 2 sin —
= [—Sin Gl 2 2sinx™® x*
o £ Pt

| 1
7. y=cos x+cos 2x+cos? x+cos x*+ cos? x2+cos—-+cos;; 3 =
2

y = €0s x4 cos 2x + cos® x +cos x2+cos® x> +cos x~1+cos x 2.

A fiiggvények a feliras sorrendjében: trigonometrikus fiiggvény; linearis
fliggvény trigonometrikus fiiggvénye; trigonometrikus fiiggvény hatvany-
fliggvénye; hatvanyfiiggvény trigonometrikus fiiggvénye; hatvanyfiiggvény
trigonometrikus fiiggvényének hatvanyfiiggvénye; tortfliggvény trigono-
metrikus fiiggvénye €s ismét az el6zo tipus.

y’ = —sin x —(sin 2x)-2+ 2 cos x (—sin x) — (sin x?)-2x+
+2 cos x2(—sin x2)+2x —(sin x ") (—1x~ %) —(sin x ")+ (—2x~3) =
= —sin x —2 sin 2x—2 sin x cos x — 2x sin x> — 4x sin x% cos x* +
F—sin i4—3—sin~l—.
» 5 b it x?
8. y=tg@ins5x); x—=2

Az adott fiiggvény haromszorosan Osszetett, mert egy linedris fiiggvény
(5x) trigonometrikus fiiggvényének (sin 5x) trigonometrikus fiiggvénye.
5 cos 5x

1
y =—————+(0s5x):5= —--——.
cos? (sin 5x) cos? (sin 5x)
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1
y=——=(ctg80)t; y' =1
ctg 8x
-1 8 8

e — g o i
sin® 8x (sin? 8x) (ctg? 8x)  cos?8x

y'=-—1(ctg 8x)~%-

10. y=sin3xcosSx =gx)h(x); ¥ =?
g (x)=3cos3x; K (x)=-—5sin5x, ésigy
¥ = 3 cos 3x cos Sx+sin 3x (=35 sin 5x) =

= 3 cos 3x cos Sx — 5 sin 3x sin Sx.

11. y= Vxt—3cos®6x; y =?
1
Legyen g(x)=V**—3 = (x2—3)%, és /i(x) = cos? 6x; akkor

>

f) =t (=3 T2 <
xX)=— (= 2 =
2 Vx*=3

k' (x) = 2 cos 6x (—sin 6x)-6 = — 12 sin 6x cos 6x;

% Y :
y' = ————— cos? 6x+Vx*—3 (— 12 sin 6x cos 6x) =
Vx*-3

2 6 ¥
SRR TN NIRRE O

¥x=3
(Ennél az utolséd 4talakitasnal felhasznaltuk a 2 sin a cos & = sin 2¢ Ossze-
fiiggést.)
12. y =sin(6x2—3x+2); ¥y =?

3 = [cos (6x* — 3x+2)] (12x — 3) = (12x — 3) cos (6x* — 3x +2).

1 ix
13, y=————=(cos6x) *; ¥ =?
Ycos 6x
1 & ) 3 sin 6x
¥y = ——(cos 6x) *(—sin 6%):0, =
2 cos® 6x
3 sin 6x 3tg6x

" (cos6x)Yooséx  Voosbx

o
o

sl e
14. y=cos *Y2x= [cgs(zx)’_ ;Y =1

4 1q-5 1 1 =l
Y= —4[cos (Zx)’] [——Sin(Zx)“]-—Z—(Zx) 0=
4 sin YX
'lxl-cos yi;—]s 4
18. y =sin e s Y =2
x*—-1
: x R el
Yy = (ccs :),,,_). Xl an W jcos X
x?—1 (—1) (x2—1) x=1"
. i
16, y = tg* e =7 Elbsz6r a tort derivaltidst hatdrozzuk
yox*—4
meg. Legven
3x -1
g(x)= P 3x(6x*—4) *;
yox*—4

i ;
#)=36x-4 1 +3x(——;~] (6nt—4) ¥ 1252

18x*—12—-18x* -12

3 18x*
Vexi—4 V-4  V6ri-a  VEer—a¢

y,_v,,[g_ 3x ] 1 =12
Ver-aJf | SE Y6xE—ay

Véx*—4
17. y = Vcossin6x®; y =?

y —((cos sin 6x’];—;

1 el
- Ecos sin 6x‘-’} 3 (—sin sin 6x%)(cos 6x2)- 12x ==

L

- (»xksin sin 6x2}cos 6x*

J cos sin 6x2
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18. y =tg(ctgSx); ¥ =?
1 i 25
cos (ctg 5x) sin®Sx  (sin® 5x) cos® (ctg 5x)

3

y=

4. Exponencidlis fiiggvény deriviltja
Az exponencidlis fiiggvény derivéldsi szabdlya a kovetkezd:
y=a* derivdltja y'=a"Ina. ;

Ha az alap e, vagyis a természetes logaritmus alapszdma,

azaz
y=e*, akkor a derivdlt y'=¢* Ine, de mivel Ine=1,

emiatt y" =e*.
Ha a kitevd nem x, hanem x-nek valamilyen fiiggvénye,
akkor az Osszetett fiiggvény derivdldsi szabalydt alkalmazzuk.

| 5
y=a; y =a®(x)lna,

ill. @ = e esetben
y=em; y =0 (x)
Gyakorlé feladatok
1. y=5e"—3e*>; y = Se* —6e**.
2. y=Se-*43e=+2e%; ¥ =—5e =+15¢ +4xe™.
3. y=ex’+ecosx_e!x+3; yl=?
y'____zxexz_(sinx)ecosx___zebu»:_
1
4o i a‘+—2—a"‘+a""; =2
1 1
y=alh a—-—i- a*lna+2a”hna= a"———z—a"‘+2a”‘J Ina.
5. y=12"43"42.5°0%; y =1

¥ =12>%4x In 12437 (-~ 2x) In 3+2-5*"*cos xIn 5,
y=2{12"".2xIn12—3 " x In 3+ 5"~ cos x In 5.

u'(\.)

6.

1

' 1
ym It =7 Legyen'ulx)=—= -1 Y ()=
4 (69) s (x+ 1)~1; akkor «' (x)

— , és
(x+1)

7

10.

i
35 ngd

il
V‘ b "’l[__—]]n3=_~A .
xE1 (x+1)p
y= suintxtcod>. 579 Jegyen u(x)=sin®x+cos’x; akkor

"2 sin x cos x+ 3 cos? x (— sin x) = (2— 3 cos x) sin x cos x;

y = §ein*x+cosx[(2 3 cos x) sin x cos x] In 5.

y = 66x+ V= 3 y’ =9

1 e 1
u(x) =6x+x%; W(x)=6+—x >2=6+—.
2 2¥x
1
y';—66x+l’§[6+——_-] In6.
2Vx
x2
y__:6cosx; _V’:?
P e 2xcosx—x*(—sinx) =
,V'”—‘ 6cosxl 6= cosx =
(cosx) 4 cos? x ¢ o

2x cos x-+xsinx X1
_—,——— 6°°’x ln 6'
cos? x

P ge’™: iy —2
y’___ (eﬂx)leezx e Ze“ee"",

e2x+e—8x A
e
i (2e2x_3e —!x)(eSx_e7x)_(e2x+e —Sx)(sebx_7e'lx)
(eix_e7x)3 o

0 27 —3e%* —2e°* + 3¢ — S5¢™ — 5e** +7e** +Te**

(€™ —e™)
—3e™—8e™ 4+ 5e% +10e* (5™ —3¢™ +10e* —8)
-t - e (1—e™p i
5¢™*—3e**+10e**—8

e (1 —e®™)p
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cos x
e

2 2
= @COSX XY _ goosxtx 5 y’ =7

12 yi= “

e
k y’=(cosx+x2)’e°"’x""‘?'=(-—sinx+2x)e°°""”"z.
13. v —eicosx: 'y =%
¥’ = 5% cos x4 ¢°* (—sin x) = e**(5 cos x—sin x).

14. y = 6"®*cosx; y =? Legven u(x)=6'**; akkor

1 6=*1n 6
u () —6/%>- ‘In6= 3
cos®x COS® X

sex ] In6 s
V= g EE-cos x+ 6% (—sin x) =‘6“"( —smx) d

cos? x %

15. y =sine*; y =7 Legyen u(x) =e**; akkor w'(x)=e*"-2x=
= 2xe™.

Y = 2xe =% cos e*".
16. v = cos 3w pi—"
Legyen u(x) = 3%, akkor u’(x) =3**-5In3.
y = (—sin 3°%).3°*.5In 3 = —5.3**(sin 3°*) In 3.

1. y = g = 875" Legyen u(9) = 3, akkor (9 = 56 .
Y =(—2 tg~?5%)- .56*.61115:—_12_'529,5__
cos? 5% tg® 5%~ cos? 5%

5. Hiperbolikus fiiggvények derivaltja

Az egyes derivdltak a kovetkezOk:

y=shx=f;ze;—r; yi— chix.
X -X
y=chx=e—+2—e——; Va—sshed

Bx=—ren e
g = Fied 17 gy
e lead 1
St — i =
y eF—e * & sh? x

Gyakorlo feladatok

1. y=5shx—4chx+3thx;

y=5chx-4sh x+

chtx ’
B  p=shSx; y =2
y=5chSx.

3. y=4sh3x+5chx®—-cthx; ' =?

i
y'=4-3c¢h3x+5.2xsh x2+ s 12 ch 3x+ 10x sh x* +

shix sht x
Bk P=ch®Gx; -2
¥y =2ch6x-sh6x-6 =12 sh 6xch 6x = 6sh 12x.

Az utolsé Atalakitdst a sh 2a=2 sh « ch a Osszefliggés alapjin vé-
geztuk.

5 Y=th*Sx2; y —7

20x th 5x?
T chisyg

=2 th 5x?

cht 5
6. y=sh(2x*-3x—-4); y =1?
Y = (6x*—3)ch 2x*—3x—4).
7. y=sh(cosx): ¥y =17
y'= ch (cos x) (- sin x) = —sin x ch(cos x).

8. y=sinxshx+chxtgx;

Y =cosxshx+sinxch x +shxtgx+chx d
cost x
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2shx+chx
g th? x
(2ch x+sh x) th® x—(2 sh x+ch x)-2 th x-
i ch?x
s tht x o
2¢chx+shx 2@2shx+chx)ch®x
7 th?x 5 ch? x sh® x .
2ch*x ch®x 4chx 2chty
B e e S
oo Vx +sin x
2%*_4th2x ’
(Lx_%+cosx)(2"—4th2x)—(}';+ sinx)(3~2"‘ln2-—-———)
. YAy ch?2x
o (2**—4th2x)* ;
A tovabbi 4talakitisokat nem végezziik el.
X
11. y=al—x; e

’

2xch x—x*sh x
y=—

ch?® x
12. y =sh(e¥+e™); y =7
¥ =[ch (e* +e~)](2¢> +2xe™).
13. y = ch (5™ +4™"'—6""); y' =1
¥ =[sh (544> — 6] (3-5° In 5+ 4x-4*" In 4 - 3x*-6* In 6).

14. y =shy6x*+1-ch(5x*-3); y' =?
1 B
y= (ch}'6x‘+l)7(6x‘+l) 3. 12x-ch (5x2—3)+

+sh¥6x*+1 - [sh (5x*—3)]-10x =

ey 3 G
L Gech AR RO vl 1)

Yexr+1

6. Logaritmusfiiggvények differencidlisa

A differencidldsi szabdly: y=log,x; y =

xlna’
Hual itmus alapja az In x, akkor y’ J !
4 a logaritmus alapja e, az = : ==
g plae, y s iy R
mivel Ine=1.
! i 1 :
Megjegyzés: Ha y=In ax, akkor y e Y tehdt a

aileiing
barmely valdés értékére az In ax fiiggvény derivaltja - (Ha

a -0, akkor csak pozitiv, ha a <0, akkor csak negaiiv x-ekre
¢rtelmezett az In ax fiiggvény!)

Gyakorlo feladatok
. y=5Inx4+3In2x; y =?

y'_;-. —t3.

2. y=In(3x+4); y' =?
Mt 3

o T s
o 7 i ™Y

., y=In(B3x*+2x-6); y =?

1 6x+2
o oo (6x + 2) = ——————— .
S eta—s U=y
4 y=Insin*x; y'=?
1 x 2cosx
p e 22 5in X COS X = — =2clgx.
sin® x s x
5 o ol =2
o 4x-3" Yl
, 4x-3 S5@x-3)—5x-4 20x—15-20x -3
At ™ @x-3¢ Sx(dx-3) x@x-3)



6. y=In————-; y' =2
sin x
L
(2x+1)®
= sinx
e i
—2x+1) *-2sinx—(2x+1)* cosx
; sin x 2 i
e i sin? x
Q@x+1)®
sin e
———L—72x+lcosx
2x+1 sin x—(2x+1)cos x (|
= = - ctg x.
V2x+1sinx (2x+1)sin x 2x+1
7. y=In (cosxsin®2x); ) =?
1 3 <
y = —————————— +(—sin x sin® 2x +cos x-2 sin 2x cos 2x-2) =
cos x sin® 2x

4 sin 2x cos 2x cos x —sin x sin? 2x

cos x sin®* 2x

4 cos 2x cos x—sin x sin2x 4 cos 2x cos x —2 sin® x Cos x

cos x sin 2x cos x sin 2x
—SIin® 2 in2
=2M:4ctg2x_——:&—:4ctgh_tgx.
sin 2x 2 sin x cos x
sh 2x 5
8y =in == =
sin® x
, sin*x 2ch2xsin=x7-sh2x-2(sinx)(oos.r) T
y—sh2x sind x
=2(ch2x)(smx)—-2'(sh2.x)(cos x) i et B ir b
(sh 2x) (sin x)
9. y=Ig@2x+3); y="?
) 1 1 2
y

= -2= .
2x+3 In10 (2x+3) In 10+
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10, y = lg(6x*—10x2+5); y =?

1 1 x(18x—20)
e e ——— (18x% — 20x) = X
B o owis min e S e e SR 10
3
y2x:-3
1, pe=lg——; y =2
cos x
1
(2x2-3)?
y=lg
Cos x
1 e 1
ey 2 2_ 3 = S 2__ 3 oL 2
| . 1 3(x 3) 4x cos x —(2x2—3)* (—sinx)
’ 1 Inl0 cos® x
(2x*-3)?

4x cos x 3 et
. +V2x*=3 sinx
3Y@2x2=3)

b SOy
V2% =3 (cos x) In 10

4x cos x+3(2x*—3)sinx i 4x tg x
3(2x2--3)(In 10) cos x In10 °

T 3(Q2x*—3)In 10

S L
Az utols6 elotti Iépésben a tortet bovitettiik 3 ¥ (2x2—3)%-nel, és czzel

nz emeletes tortet eltiintettiik.
B P =e*In2x; y =7

1
V=2e™In2x+e*.— =¥ (2 In 2x+ )

X

Rlw

13, y = (cos?2x)(In® 5x); y =2
1
' 2cos2x+(—sin 2x)-2 In® 5x*+cos® 2x-3 In? 5x‘-§-10x=

2 3 3
« —4 cos 2x sin 2x In® 5x’+M :
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14. y=In(cosxshx); y =?

’

= —————+(—sinxshx+cos xchx) =

cos x sh x
cos x ch x—sin x sh x :
= vk x =cthx—tgx.
15. y=sinln12x; )y =
1 cosin 12x
y'=cosln lu-a G2 — —
16. y=shin*x*; » =?
y' = chIn®x?-2 In x2- ;-2x= i.(fy_lizgz.) (In x*) :

17. y=e2x+ln2x; y' =? Mivel e»* = X, igyy = e*tIn2x __ o2x,lnkx

—e“tedx:
¥ =2e**2x+e¥-2=2e*(2x+1).

18, p=e™E )

15 2¢10%6x In Sx
5% x 8

¥y = e™™*.2 In 5x-

19. y=log; (6x*—4); y =?

1 1 e 12x 6x
6x'—4 In5 T (6x*-4)In5 (3x*~2)In5

’

8 fs

7. Logaritmikus differenciilas

A logaritmikus differencidlds mddszerét akkor alkalmazzuk,
ha a differencidlando6 fiiggvény hatvdny alakG ¢s mind az alap,
mind a kitevd x fiiggvénye. Ezt a fiiggvénytipust exponencidlis
hatvdnyfiiggvénynek is nevezik.

A logaritmikus derivdlds mdédszere a kovetkezo:

Legyen y=f(x)?* alakii; el6szér mindkét oldal e alapu
logaritmusdt vessziik: Iny=Inf(x)?* =g(x) In f(x); majd
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mindkét oldalt derivdljuk x szerint (mégpedig a bal oldalt
osszetett fliggvényként, a jobb oldalt pedig szorzatként):

% Y =g (x)Inf(x)+g(x) 7(-1;)— f7(x); végiil y’-t explicit alakra
hozzuk (és y helyett f(x)°™-et helyettesitiink vissza):

A (x_)]
&

A gyakorlatban nem a végképletet alkalmazzuk, hanem az
eljdrds szerint szdmolunk, mivel ez kOnnyebben megjegyez-
het6. Tehdt minden alkalommal a kovetkez6 1épéseket hajtjuk
végre: 1. Az explicit alak természetes logaritmusat vessziik. 2.
Differencidlunk. 3. Rendeziink. 4. A jobb oldalon visszahelyet-
tesitjiik y-t.

Y = [g'

Gyakorlé feladatok

1. y=e*; y =2

Megoldjuk a feladatot az exponencialis fliggvény derivilasi szabilydnak
felhaszndldsdval és logaritmikus derivédlissal is, mert a feladat mindkét
médszerrel megoldhaté (ugyanis az alap nem fiigg x-t6l), majd ©ssze-
hasonlitjuk a derivaltakat.

1. Megoldds:
y=e=; y =e*2x=2xe™.

II. Megoldds:
Logaritmikus deriv4ldssal:

Iny=x*Ine=x%

Y —2x, ebbBl y =2xy=2xe™.

Tehét a két eredmény megegyezik.

A tobbi feladat mir mind y=f(x)¢(x) alaki, vagyis az alap és a kitevd
egyarant x fiiggvénye, tehit exponencidlis fiiggvényként kozvetleniil nem
ditferencialhat6.
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2.

y=(05-2x)% y =2
Iny=x1n(5-2x);

i

=In{5--2x)+
B ) x5~—2x

3 2

< l‘{

2
Bl [ln B —2x) 3—_}2';] = (5 —2x)* [ln (5-2x)- g-——_z-z v} 2

y=6-x)" ¥y =7 Iny=xIn(6-x);

L 2xin(6-2)+a —1 (=20
¥ 6—x

2x3
¥ = (6—x5"|2x In (6 — x?) - ]
6—x2

Eern a példiban — és az Gsszes kovetkezbben — mar nem Jjeloltiik
az y tényezo6t, hanem a bal oldalon neveziben 4116 y atvitelekor a masik
oldalra rogton behelyettesitettiik az eredeti fuggvényt.

4.
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y:xcosx; 5 = ?

¢ cos x

In y = (cos x) In x; =(-sinx)Inx+ s
o

wci‘g

COos x

= x°°”‘[ (sin x) In x] :
y =" *ex-s, ¥=? lny=(x*+2x-3)Inx;

’

1
Y e @x+Dlxt (e 2x—3) s
y X

i x+42x-3
Y = xxz"”"a[Z(x-!- Dinx+ —-—-—] ;
x
L b Y =2
y = xG-at,

Iny=(G-x)%n x;

Y 1 R L |
—=—0-x%) (=20 Ihx+{5-x) —=
y 2 X
xnx % ¥s-x :
T i
R
5—x* aclnic
y'=vy5“2(' X }
P ’S_A-ﬁ

7. p=(0n2xy; y=2
In y=3x*-In(in 2x).

Megjegyzés: In{ln 2x)azt jelenti, hogy a 2x logaritmusanak a logarit-
musat kell kiszimitanuuk. Az In(In 2x)fiiggvény értelmezési tartomanya

azon x értékek dsszessége, amelyekre az In 2x>0, vagyis 2x>1.

7

Y — 6xInCIn 2x) 43¢

v In

3x
n2y

1 1
. .2_x.2 =6xIn{In2x)+
3x
¥ = (In20)>° [6x In(in 2x)+ —l .
in 2x

8. y=(nSxpil; y=1
In y = (sin 5x) In(In 5x) ;

’

Y senesi)inlmadht db fx
P

InSx Sx
sin 5x ]
xlnsSx}’

¥'= (la Sapnt [5(cos 50 ln(in 5]+

9. y=(nx)?; y =7 Iny=s*la(ln x%);

y s
—=2x(nx?)+x —-2x;
y 1

i Sl

2x i 1
/o= Sl ) —_— = x T
¥ =(nx%) [‘x In(inx®)+ B J 2x(in x%) lln(ln XN+ S ]

10. y=(@x)eosxreinx; =72 iny=(cosx+sinx)in4x;

% i
Y — (—sinx+c0s x) In 4x+(cos x+ sin x) — 4;
y 4x
5 COS x-+sin x
. = (dxjcosx=stns [(cosx-—sm x)In4x+ —--oo .



I Joeyer il g, 203
o — i — ny=
e 2 Nl

in 6x;

¥ 2(5x+2)-(2x—-3)-5 2x-3 1
—_—= In 6x+ — =
¥y (5x+2)? 5x+2 x

10x+4—-10x+15 i 2x-3

19 2x—-3
= In6x+ 4
(5x+2)? x(5x+2)

[ 19 2x-3
In 6x+

lx+8
Yol i x(5x+2)

2x—-3
_(6x)“‘*' (19 In 6x Zx—3)
BTG S5x+2 x :

3
2. y= G4y

3 1
Iny=Fx—-4ln3x = (x—4)® In 3x2;

3 ¢
%=—‘(x—4)‘71n3x’+(x—4)?$-6x=

3
In 3x2 2¥x-4
+

= s

3V x-ay *

3 3
—1[ In3 2¥x-4
y’=(3x*)'*°*[, et A ]
3VG—ap i
3 x2
B y=(xr+2x)";

3 x?
Iny=x*Inyxi+2x =-3—ln(x‘+2x);
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n 6x+ =
(5x+2)° x(5x+2)

3 ¥ 2 e 1
N ‘—l = . =
T n(x‘+2x)+ EET “x*+2)
2xIn (x*+2x) x(4x'+2) s
3 3(2+2) °
3 1 4 2
y’=(}'mxz 2xIn (x*+2x) x(4x*+2)
3(x*+2)

4. =0 Y =7 Iny=(e*+5)In2x;

1
= (26> +5%In 5) In 2x+ (€¥*+ 5%) A2
X

o Zx+5x
Y =@x) s [(‘.’.e’"+5" In5)Indx+- ]

x
15. y =)o y'=? y=x*=%; Iny=2(in2x)Inx;

’

1
L 2 onta)-2 ix-t 2 ain St
5 4 x

2sin2

Pf —Sainss [4(0032x)lnx+ = x]-

jal 1

16. y= V2x+3 2x+3)*; Y =7 Iny=—In@2x+3);
X
¥ 1 G
= —_Inx+3)+—-— 2=
y = et )+x 2x+3
_ —h@x+3) 2

YRR, T
_*[ 2 ln(2x+3)] ¥

V2x+3 [ 2 i ln(2x+3)]

= 1
17. y= VsinTx+e™ =(sin Tx+e™)™; » =2

1
Iny=—In(sin7 =
ny 3% Gin7x+e*)
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¥ ! : 1 . 9,
AR e s 7 ) e (T cos Tx+22%) =
7T T MR e e e
—In(sin7x+e®)  7cosTx+2e™
g 2x? 2x (sin 7x+e*) ’
2x 7cos Tx+2e*™  In(sin 7x+e"‘)]
I= ‘/ > 7 i pBx ==
¥ i 1 [ 2x (sin 7x+e%*) 2

2x
Vsin 7x+e** [7cos Ix+2e** ln(sin‘lx-i—e”‘)]
e = X

sin 7x +e** 5

3x e 2 %
18. y= Vsi*x=(sinx)*>?*; ' =? lny::;lnsmx;

¥ 4 i 2 1 —4Insinx +2ctgx
—=——Insinx+—- COS X == 3
FPIRE T ihenie R 30 3

3x? 2xctg x—4Insin x
Y= Vsin®x . =

-

Most olyan feladatokat oldunk meg, amelyekben a dif-
ferencidlandé fliggvény tobbtagii, és az egyes tagok exponen-
cidlis hatvanyfiiggvények, ill. esetleg azok fiiggvényei. [lyenkor
a logaritmikus derivdldst minden tagra kiilén-kiilon kell alkal-
maznunk.

19. y=x*+(inx)*""~; y =7 Legyen y;=x* és y,=(sinx)*'">;
akkor

’ l {
Iny,=xInx; 2’l=ln x+x—=Inx+1; y;=x"(nx+1);
321 x
tovabba
In y, = (sin x) In sin x;

-)i:(cosx)ln sin x+sin x
Ya

- cos x = (cos x) (In sin x+1);
X

¥4 = (sin x)*'"~ (cos x) (In sin x+1).
Tehat

¥ =¥ + ¥ = x* (In x+ 1)+ (sin x)**»* (cos x) (In sin x+1).
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X

20. y=Vx+sinx®~; '=? Vigyzzunk! A masodik tag csak ha-
sonlit az el6z26 feladat masodik tagjira, de nem egyenld vele; ugyanis ebben
a példdban az x*'** szinuszét kell meghatdrozni. A mésodik tag tehat
olyan Osszetett fliggvény, amelynek belsé fiiggvényét csak logaritmikus
differencidlassal tudjuk meghatarozni.

X a2

Legyen y, = Vx = x= és y:=sinu, abol u= x*"* exponenciilis hat-
vanyfiiggvény.

Most derivaljuk az y, és y, fiiggvényeket:

1 »i 1 L |
lnyy=—Inx; —=-—hx+——=
x M X% S
lnx*Ll
=—~—x'2— ;z——;(l~!ﬂx},
: —-iny
Sl

¥z = (cos u)-u’; u'-t logaritmikus derivalassal szamitjuk ki

3

- u l
lnu=(sinx)lnx; — =(cosx)Inx+(sinx) —;
u X

u = xsiax [(cos x)In x+ o x_] ;
x
Tehat

i sin x
ys =(cosx*i=x)xsinx* [(cos x)Inx+ ] ;
X

Co
e Yx(1—Inx) E sin x|
¥ =¥ .{.yzz—xz——q-x""(cos x¥r=)H(cas x) Inx+——1 .
X

A logaritmikus derivélast az esetben is érdemes lchet alkalmazaoi, ha

tobbtényezbs szorzatfiiggvényt, ill. tortfiiggvényt kell derivalnunk. Erre
vonatkoz6 feladatot oldunk most meg.

21, y=(x+2)(x—3)(x+5); y =2
Iny=mnE+2)+n(x-3)+n{x+5);

’

¥y 1 1 1

Yy x+2 x-3 x+5

1 1 1
Y =x+2)(x-3)(x+5) (~—’ o -————) =
x+2 x-3 x+35

=(x=3) (x+5)+(x+2)(x+ 5)+(x+2) (x - 3).
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g (x+4)(_:c—3)(x+2); d
x-0)(x-Hx-2)
Iny=InEx+H+nEx—-3)+nx+2)-Inx-6)—
—~In(x—4)—-In(x—-2);
i S AR T
Yy x+4 x—3 x+2 x—6 x—4 ' x-2
, G+HE-3)x+2) ( 1 1 " 1
s (x—é)(x-4)(x—z)l x=3"

=7

;—.:_4 x—3 x+2

Eredményiinket nem alakitjuk tovabb.

8. Inverz fiiggvények differencidlhinyadosa

Ha az eredeti fiiggvénykapcsolat explicit alakja y =/ (x),
akkor ebbdl a fiiggetlen vdltoz6t — mint y ﬁiggvényé-t — ki-
fejezve, megkapjuk az inverz kapcsolatot, amelynek jelolése:
XN = g 8 e

Legyen az y =f(x) fiiggvény képe az 52. dbrdn ldthato 'gorbe.
Az 4brdbdl leolvashato, hogy az x=¢(y) kapcsolat differen-
cidlhdnyadosa, —j—:% , megadja az Y-tengely pozitiv irdnya és a
fiiggvény szelGje kozotti szog (B) tangensét. Ennek reciproka,

Y

52. dbra
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A}; , viszont éppen az x-tengely pozitiv irdnydval bezdrt szog

taﬁgense. Ebbdl — a

e AR
Ax Ax
4y
relacio mindkét oldalinak hatdrértékét képezve — adddik
NG R O
dx dx ¢ (3) @)
dy

A mddszert el8szor olyan fiiggvényen mutatjuk meg, amely
eredeti-explicit alakjdban is és inverz alakban felirva is kénnyen
differencidlhatd, és igy eljardsunk helyességét ellendrizni tudjuk.

Legyen az y=f(x) fiiggvénykapcsolat y =x2. Az inverz kap-
csolat x = + ¥y (53. dbra), de csak a parabola x=y dgit
vizsgdljuk, azaz pozitiv x értékekre szoritkozunk.

Az bsszetartoz6 szdmpdrok tovdbbra is ugyanazok; ugyanis
ha pl. x; =2, akkor y=x? alapjin y,=4, vagyis a szampdr
dltal meghatdrozott pont P(2;4). Ha viszont az x = V;fﬁgg-

y-x*

B T B R A T T o)~ WL Y <

111



vénykapcsolatba helyettesitjik az y, =4 értéket, akkor x, =2
adédik és a szdmpdrhoz tartozé pont ismét Py(2;4). Tehdt
a fiiggvény gorbéje az X, Y koordindtarendszerben véltozatlan
marad.

Hatdrozzuk meg az y=x* fiiggvény derivdltjdt az x,=4
abszcisszdji pontban!
1. Mddszer: Derivdljuk az y = x? fiiggvényt, és behelyettesitjiik
a derivdliba az x,=4 értéket.

3ere B0 p -

— 2k @) — PR 8

A derivdlt értéke az x,=4 abszcisszdji pontban 8, vagyis
chhez a ponthoz hizott érintd az X-tengely pozitiv irdnydval
akkora szdget zdr be, amelynek tangense 8.

II. Médszer: Derivéljuk most az x =}y =y* inverz kapcsola-
tot y szerint: -‘Pi:_- L y"*:i_. gy megkapjuk az Y-tengely
dy 2 2Vy

¢s a tetszoleges p ordindtdji pontban hiizhatd érintd 4ltal be-
zdrt szOg tangensét mint y fliggvényét. Ennek reciprokét véve,
megkapjuk az y=f(x) fliggvény bdrmely y ordindtdji pontjd-
hoz hizott érintének az X-tengely pozitiv irdnydval bezdrt
szogének a tangensét mint y fiiggvényét: §£=2Vy Ha ebbe
visszahelyettesitjiik y-t, mint az x fiiggvényét, akkor megkap-
juk az eredeti y=jf(x) fiiggvény x szerinti derivaltjdt:

Q: 2}/;2:: 24
dx

Valoban ugyanazt az eredményt kaptuk, mint elGbb.

Megjegyzés: Az inverz fiiggvényre vonatkozé derivdldsi
szabdlyt akkor alkalmazzuk, ha az inverz fiiggvénykapcsolat
derivdlijat ismerjiik, mig az eredetiét nem, ill. ha az inverz
figgvénykapesolat derivdltja egyszeriibben hatdrozhaté meg,
mint az eredetié.

Gyakorldsul meghatdrozzuk néhdny fiiggvény derivaltjit az
inverz kapcsolat segitségével.
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Gyakorlo feladatok

3
1. Hatarozzuk meg az y=Vx fiiggvény derivaltjat.

1. Megoldis
3.
y=¥x inverz kapcsolata: x = ¥
Ludy 1 1 3 Ko :
Mivel — = = ——, ezzel megkaptuk y=Vx denvaltjsgt mint y
dxi.ide (3R :
dy
fiiggvényét; y =[x behelyettesitésével a feladatot megoldottuk:
dy 1
dihi Vi
3>

II. Megoldis:
Most alkalmazzuk a tértkitevdjii hatvanyfiiggvények derivalasi szabalyat:

30 3 PN N 1
y=l/'),:-.-xz; v':—-x ‘=—r —
3 . A
37a2

A két derivilt tehit valéban megegyezik.

A szogfiiggvények inverz fliggvényei az drkuszfiiggvények.
Mivel a szogfiiggvények nem monotonok, ezért inverziik t5bb-
értékii. Mi csak a foéri€k derivditjdt batdrozzuk meg, de meg-

N

oy

i€ \¢

N
N
ox'\@ X

&i

ic.
NSRS <

7
y=Arcsin
-
3 lga-15
fga,=-vZ

N\

~is

y=arc sinx

54. ibra

8 Differencidlszamitds
113



adjuk a modszert, ahogy tetszGleges pontban meghatdrozhat-
juk az érintd irdnytangensét. Az arc sin x féértékét, Arc sin x-et
az 54. abrdn vastag kihtizdssal jeloltiik.

2. Hatdrozzuk meg az y=Arcsin x fliggvény derivaltjat!
A fiiggvény inverz kapcsolata: x=sin y.

dy 1

—=Cosy; -— L
dy i dx cosy

Megkaptuk az y=Arc sin x fiiggvény derivaltjat mint az y valtozo fiigg-
T 4
vényét. Mivel a foérték értékkészlete: -—75 ¥y 55» , €s ebben az inter-

vallumban a koszinusz nemnegativ, ezért a sin?y--cos?y = 1 trigonomet-
rikus azonossigbol cosy = J'1—sin?y = }'1- x%.

dy 1 0 1
—= , vagy (Arcsinx) = é
dx ook M=

3. Hatdrozzuk meg az y=Arcsin x fiiggvény derivaltjat az x,=0,5
abszcisszaju pontban (54. abra).

1 1
Yi-025 V075 0865

5
4. Hatdrozzuk meg az y=arcsin x fliggvény y,= e 7 ordinataju

¥ ©0,5) =

1,15.

pontjdhoz huzhaté érintd egyenletét! i
ik s 2
A szég T n, ennek szinusza x.,=——2—— -
Mivel az y=arc sin x fliggvény derivaltjat ismerjiik mint y fiiggvényét,
dy. i 1

1
Ui, —=—=———=—— ezért behelyettesithetjiik értékét, és
dx ﬁ (sin y)’ cos y 4 il

dy ;
ezzel megkapjuk az érint6 irdnytangensét:

(“y) SRR O] S e L
dxm=%. COS ¥, 005_3_7‘ _Q
4 2

Az 54. 4bran val6ban l4atszik, hogy eredményiinknek megfelelden, az
érint6é tompaszoget zar be az X-tengely pozitiv irdny4val.
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Az érintési pont: £, ( Frivg n) ; az érintd iranytangense m=—V2,
és igy az érintd egyenlete:

}_%n:_ﬁ(x_g}.

5. Hatarozzuk meg az y=Arccos x (foérték) fiiggvény derivaltjat
(55. abra)!

S\r y=Arc cosx
7

Ny,

= A
Vi

.l

/| fga=-102
8

it oo 55. 4bra

Az y=Arc cos x inverz kapcsolata: x=cos y.

—— = —siny, ebbdl az y = Arccosx fiiggvény derivaltja mint y

dy

fliggvénye:
dy 1
dx  sin v

A foérték értékkészlete 0=y=n, ezen tartomanyban a sin y=0, ezért
a szogfiiggvények négyzetes oOsszefiiggésébol

siny=V1—cos?y = ¥1—»2,

és igy

dy - 1 o + 1

T T VA RYIS CosS X) = — :

dx ,}1 i R et R
3i



Vegyiitk &szre, hogy az Arccos x fiiggvény értelmezési tartomdnya a
[-1; +1] z4rt intervallum, ennek végpontjaiban viszont derivéitja nincs
értelmezve, tehdt y=Arccosx csak a (—1; +1) nyilt intervallumban
differencialhatd.

6. Mekkora szoget zar be az X-tengely pozitiv irdnydval az
y=Arc cos x figgvény x,=90,2 abszcisszaji pontjdhoz huzott érintd (47.
abra)?

i 1
Mivel y' = - ———, ezért

Vi-x®

1 1l
— —— 2 —1,02.

y02)=-———=— ~
¥1-0,04 Y0,96 0,93

tgoe=—1,02; 180°—a =45,5°, tehat
o = 180°—45,5° = 134,5°.,

7. Hatarozzuk meg y= Arc tg x derivaltjat (56. 4bra)! Az dbran csak a
foértéket tintettik fel.

I
.4
7
y=Arclgx
frey S
4 56. dbra

Mivel az y=Arc ig x filggvény inverz kapcsolata: x=tgy, ezért

dx 1 sin? y+cos®
—_— sy Y i@yl
dy cos*y cos’y
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Az y=Arc tg x fiiggvény deriviltja mint y fiigevénye:
dy 1

dx  tg@p+1i
Mivel y=Arctg x, tehdt behelyettesitve azt kapjuk, hogy

Arc tg x)’ = 7
( 8x) L+ x*

Lidthato, hogy a derivdlt barmely x értékre pozitiv, vagyis az Arc tg x
fliggvény szigordan monoton névekedo,

8. Hatarozzuk meg az y=Arcctg x fliggvény derivaltjat (57. abra)!
Az y=Arcctgx fuggvény inverz kapcsolata x=cig y.

dx i sin® y+cos? y
SR = = ct 2 ¥
dy sin? y sin? y FETRE
ebbdl
dyh 1
dx 1+ctg?y ~
Y
98
y=Arc ctgx
I :
%
1 1 i 1 ) ) ’
= TREE Wl e A

57. 4bra

Ezzel megkapjuk az y= Arc ctg x fiiggvény derivaitjat mint y fiiggvényét;
behelyettesitjiik a ctg y=x kapcsolatot, és igy megkapjuk a keresett deri-
valtat mint x fliggvényet :

LR L A
dx o S 14+x2

Mint 14that6, a derivalt értéke barmely x-re negativ, tehdt az Arc ctg x
fiiggvény szigorGan monoton csokkend.



A hiperbolikus fiiggvények inverzei az area-fiiggvények. Ezek

értelmezését mar megadtuk, igy csak a derivdltakat hatdrozzuk
meg.

9. y=arshx=In(x+Vx¥+1). Hatrozzuk meg a fiiggvény deri-
valtjat egyszer az inverz kapcsolat felhasznaldsdval, egyszer pedig logarit-
mikus alak kozvetlen derivaldsdval (58. abra)!

#

A Go S

y=arshx

1 1

Fa s ke X

58. abra
I. Megoldas:

dx
Az y=ar sh x fiiggvény inverz kapcsolata x=sh y; miveld— el
ebbdl az y=arsh x fiiggvény derivaltja mint y fiiggvénye:

d) 1
a{=(arshx)'=a i

A derivéaltat x figgvényeként keressiik, ezért felhaszniljuk, hogy
ch? y—sh?y = 1, amibdl

chy=Vi+sh*y = V1+x.
(A gyokjel eldjele azért pozitiv, mert ch y csak pozitiv szam lehet!) fgy
1

Garsbxy = r L8
Vit

II. Megoldds:
A feladatot az explicit alak derivdlasival is megeldhatjuk:

y=In(x+Vx+1);
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1 | a2 8
y’=—/-——-{l+—~(x’+1) "‘-2x]=
x+¥x+1 2
i 1 [l+ x ]__ 1 }/x‘+l+x
x+Vx2+1 Vx2+1 x+Vx*+1  Vx2+1
i 1
*+1

A két eredmény tehat megegyezik.

10. Hatirozzuk meg az y=arch x fiiggvény derivaltjit (59. 4bra)!
A fiiggvény gorbéje az X-tengelyre szimmetrikus, kétértéki.

y=archx

59. abra

I. Megoldds:
y=archx=la(x+¥Vx*=1); x=chy.

Most mir az inverz kapcsolat felirdsa utdn kézvetleniil felirjuk a —:;—y-
x
differenciilhdnyadost!

dy 1 e
dx  dx shp
dy
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Felhaszndlva ch®y—sh'y=1 azonossigot: shy=Llch®y—1=

Bl
.i..

tehdt

(archx) = + :
x:~1

A plusz, ill. minusz elGjelet aszerint kell figyelembe venni,
hogy a derivdlt értékét a gorbe X-tengely feletti (plusz), vagy
X-tengely alatti (minusz) dgdra vonatkoz6an akarjuk-¢ meg-
kapni.

II. Megoldds:
Az arch x fliggvény logaritmikus alakja:
y=In(x+Vx*-1).
Vegyiik eldszor is észre, hogy az y=In(x+Yr-1) és

y== > 1; (x—¥x*—T1) foggvények az X-tengelyre szirmetrikusan helyezked-
ne!

Ugyanis
=lnGx-V¥3—1)=In G—Vr=1)(x +¥x-1) .
x|
x—~(2-1 i
—n D S VAN -y
x+¥x*-1 x+¥Vx2-1

és ezért az el6bbi alak fgy is frhat6:

y=lnG+Vx*=1)= +In(x+¥Vx—1).

Derivéljuk eldszor csak az y=In(x+)x*—1) alakot, & a + jelet
majd a végén vegyiik figyelembe.

B — [1-:#-—(::a 1) ‘-Zx]
x+¥x—
x x—-14x
1+
V-1 Yx2-1 L

x+¥x*-1 i x+¥x2-1 £ ¥x2—-1 ’
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Teh4t az y = +In(x+Vx*—1) figgvény derivaltja:

Y=+

Fx2—1 .

Igy minden x értékhez két derivalt tartozik, az y=arch x X-tengely
feletti, ill. alatti dgainak megfelelden.

11. Hatdrozzuk meg az y—-atthx fiiggvény differencidlhanyadosat
(60. abra)!

60. abra
1. Megoldds:

1 1
y=arthx=—In——, ahol |x]<1; x=thy.
2=

R
dx % dee wil
dy ch?y
Mivel
2 __h!
SR o WP VAN, 0
chty ch?y
ezért !
dy 1
—=— és i thx) =———.
dx 1-—x* T 1—x3
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II. Megoldads:
A derivéiltat az
o o EY
2 1—x
alakbo6l szamitva kapjuk:
itk —x 10-x)—-(1+x)(=1)

y m e em—
2 1+x (d—x¢
*Ll—x 1—x+1+4x 1 2 1
Zhtm Gl . DTS Died

Tehat a két moédon kapott derivalt megegyezik.
12. Hatdrozzuk meg az y=ar cth x fiiggvény derivéaitjat (61. abra)!

y\
4
i
2}
7
R T S i,
=7
7
 y-arcthx
% 61. 4bra
1. Megoldas:
i y=arcthx=—l—-lx1)il, ixli="T2" x =cthw.
2 x-1
dy 1 1
e e T
i dy sh? y
Miyel 1 ch® y—sh? y
sh‘y:— i =—cth®*y+1=1-x2,
ezért ii{= ——-—l——, vagyis (arcthx)’ =
dx 1-x? 1—x2°
122

II. Megoldas:
1 PRG 1. x+1
Derivaljuk az y = —In —— alakot!
2 x-1
1 x—1 1(x—-1)—(x+1)-1 wer 2=l 5
G s = (x—1) TG a 1) |

% T e
TG LT) | I

Tehit a két eredmény megegyezik.

Megjegyzés: Az ar th x, ill. ar cth x fiiggvények derivaltjanak alakja
megegyezik ugyan, de a két derivaltfiiggvény értelmezési tartomdnyanak
nincs kdzos pontja.

13. Hatirozzuk meg az y=In x fiiggvény derivaltjat az inverz fiiggvények
derivalasi szabdlya alapjan!

y=Ixc: x— e

dy_ 1 i 1 _1.
dx_d_x_e’_x'
dy

1
vagyis az (In x)’ = — mdr ismert derivaltat kapjuk.
x
14. y=arccos 5x; y’="? A differencidlas kétféle médon is elvégezhetd.
1. Megoldds:

Mivel az arkusz fiiggvények inverzét és annak derivaltjat ismerjiik,
differencidljunk el6szér az inverz kapcsolat felhasznéldsaval.

¥ cosy
Az inverz kapcsolat: Sx=cosy; x = b4
A derivalt:
dy oy Mot 5 By 5 v 5
dc siny  siny  Yi—cos'y = Vi-25x
S
II. Megoldas:

A megadott fiiggvény azonban Osszetett fiiggvényként is derivalhato,
ugyanis
dy 1 S

5=l :
dx Y1=(5x) Y1=25x
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15. Hatdrozzuk meg az y=ar sh x? fiiggvény derivaltjat!
1. Megoldas:

Az inverz kapcsolat derivdldsa alapjan:

y —anshict e —shps x —i)/Shiyi

dy— 1 " 1 & 2¥shy
& Jdxva i P e
o ?(Shy) chy
i 2Vshy o 2x
Yshiy+1 Vaotbl
1l. Megoldds:

Az 6sszetett filiggvény derivalasi szabédlya alapjan pedig:

dy 1 2
T 2x = &
dx YR +1 X41

A két derivalt tehdt megegyezik.

9. Implicit fiiggvények differencialhdnyadosa

Az implicit alakban adott F(x;y)=0 fiiggvény »’(x) dif-
ferencidlhdnyadosa a fiiggvény explicit alakra hozdsa nélkiil
ugy szdamithaté ki, hogy az x szerinti derivdldst az ismert
differencidldsi szabdlyok alapjdn elvégezziik, figyelembe véve
ekdzben, hogy az y vdltozé az x-nek fiiggvénye (tehdt, hogy
az y-t tartalmazd tagokat Osszetett fiiggvényekként kell dif-
ferencidlni).

A derivdlds utdn kapott Gsszefiiggésbdl az y” differencidl-
hdnyadost kifejezve, a kapott kifejezésben vdltozoként dlta-
ldban x mellett y is fellép, tehdt y explicit alakjdnak ismerete
nélkiil nem tudjuk meghatdrozni a derivdlt fiiggvény explicit
alakjdt.

Ha azonban a differencidlhdnyados értékére csak a fiiggvény
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egyes pontjaiban van sziikségiink, akkor e pontok koordind-
tdinak behelyettesitésével az explicit alak nélkiil is megkap-
hatjuk a keresett eredményt.

Gyakorlo feladatok

1. y*x—yx%2—6 = 0. Hatdrozzuk meg az implicit alakbol a fliggvény x
szerinti derivaltjat, majd szdmitsuk ki a derivaltat az xo=1 abszcisszijia
pontban!

Meghatirozzok a derivéitat:

2yy'x+y =y x*—y-2x = 0;
Y Qyx—x%) =2yx—y*;

2yx — y?
}/ )

DR

Bz a derivalt implicit alakja. Mivel a derivalt szimériéke egy pontban
csak e pont koordinatdi ismeretében szamithatd, ezért elészor ezt kell
meghatdroznunk.

Behelyettesitjiik a fiiggvény implicit alakjdba x, adott értékét, és meg-
hatdrozzuk y,-t.

Pele-y12—6=0;

y-y—-6=0;
1+Y1+24 145
A T e

You=3; Yop=-—2.
Py (15 3), Poa(l; —2).

A derivalt értékét a Po 1, ill. Po2 pontban Ggy szamitjuk ki, hogy koor-
dinatait behelyettesitjitk a derivali fuggvény implicit alakjaba.

sl
L i s et

22 IES(E 2 gt
% P, = = —_—,
Yk sonol —aoh 8
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2. 5x’y—2x+5y = 0. Hatarozzuk meg az implicit alakbdl a fiiggvény
deriviéltjat! Mivel a figgvény koénnyen explicit alakra hozhatd, igy a felada-
tot mindkét médszerrel megoldjuk.

I. Megoldds:
Az implicit alak differencidldsa:
' 15x2y+ 53y —2+5y =0;
Y (5x*+5)=2—-15x2y;

. 2-152%  2-15¢%
i T

fgy megkaptuk a derivaltat implicit alakban.

If. Megoldds:
A derivalando fiiggvényt most eldbb explicit alakra hozzuk:

2x
5x°45)=2x; y=—.
y(5x*+5) Y= 3D

A derivalt tehat
_ 20x+5)-2x-158  10x°+10-308°  2-4x°
53 (x3+ 1) T (3 H1)E SGR+1p

’

igy megkaptuk a fiiggvény derivaltjat explicit alakban.
Ellendrizziik a két derivalt egyenldségét!

A derivélt implicit alakjidban y helyébe a fiiggvény y = ————— ex-
plicit alakjat irva: 5(x*+1)

2+ 10x® 4+ 10— 30x2
2—-15x2
i 53+ 5+l 2-4@
YR SRR o TSGR e R

A kétféle médon kapott derivaltfiiggvény megegyezik.
3. Hatirozzuk meg az x'y+5y°x—4 = 0 fiiggvény derivaltjst az
implicit alakbol, és a derivalt értékét x,=1-re!
4y +x'y +10yy’x + 55 = 0;
Y (x*+10xy) = = (5y*+4x°y) = — ¥ (5y +4x%);

y(Sy+4x®)
x(x*+10y) ~

’
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Az xo=1 értéket behelyettesitjiik a fiiggvény implicit alakjiba, igy yo-ra
egy masodfokl egyenletet kapunk, ennek gyokei lesznek az y, értékek.

Yo+5ya—4=0, rendezve: 5yi+y,—4=0,

_ —14V1480 149

o 10 "

4
Ebbdl yy ;= —5—; Yo,2 = — 1, tehdt a széban forgd pontok

4
Pyl FR(ls =)
5
Az adott x,-hoz tehat két fliggvényérték és igy két derivalt tartozik.

4l
T T 4.8 32

5

XA TR e

—1[5(-1)+4] i

ek

4. )’J_r+ V)_: = 18. Hatdrozzuk meg a fiiggvény derivaltjat! A fiiggvény
konnyen explicit alakra hozhato, és igy mindkét modszerrel megoldhatd
a feladat.
1. Megoldds:

Az xi+y* = 18 implicit alakot derivalva:
Lk AL
T F hEE SRl
atirva gyokos alakba

1 .
—_:+‘1:=0,
2¥x  2Vy

,,__%ﬁ__l/z
2¥x x

ebbol
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Ha az eredeti implicit alakbél )’;» ertékét kifejezziik &s behelyettesitiik
¥' kifejezésébe, akkor megkapjuk a derivalt explicit alakjat is:

¥y =18—V¥x;

11, Megoldds:

A differencidihanyadost most Gigy szamitjuk ki, hogy a differencidlandd
fiiggvényt ejébb cxpligit alakra hozzuk, majg differencidlunk.
Mivel ¥y = 18—Vx; igy y = 182—36Vx+x, ezért

i 18 -18+Vx ¥x-18
)!'::—-36._;_x 2_‘1,1:.:_______‘_ =___lf~= ’x

- -

2 Vx Vx ﬁ}/)—c

A kétféle mbdszerrel kapott derivaltakat sszehasonlitva 18tjuk, hogy
azok valoban megegyeznek.

A tovdbbiakban mdr olyan implicit fiiggvényekkel foglal-
kozunk, amelyek explicit alakira csak nehezen, vagy egyalia-
ldban uwem alakithatdk 4t.

5, clx»»Aay___elx -4y =y; y/ AT ?
ERI LY ) e Q) =7
2eax+ Iy_{_3ylezr+3y_zezx—ly+4y/elx~4y =y';
yl(3e2x+8y+4eix-»4y__ l) A Z(elx-ﬂy_es."rfay);

2(e!x~—ly_ezx+by)

Bp Sl Ae 2yl

6. 2= In(x*y¥); y =2
1 :
3x* =32 In (2% + )2 ——(2x* + 22 3p°y');
¥y In (2 %)+ )2 e Q2xy? y*y)
elvégezziik a kijeldlt miiveleteket:

2y*
3x? =3y In (@ y¥) + ==+ 3)%y";
X
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rendeziink :
=
3227 it in Ry + 3
; 38— 2p°
Y = 3 ) +1]
To 25— =sinxy. p =1

2*In2—3”(In 3) y’ = cos x;

ezt rendezve

¥3%In3=2"In2—cos x;
ebbdl
, 2¥In2-—cosx

3n3
8. e“ V+cos(2y-x)=0; y'=?
e ¥(4—y)—sin Qy—x)-(2y' —1) =0;
4 ¥ —y e+=~¥ — 2’ sin 2y —x) +sin 2y —x) = 0;
4e*~Y 4 sin 2y —x) = y'[e** "> +2 sin 2y —x)];
. 4e™ Y 4sin(2y—x)
Y et 2sin@y—x)

3
9. Y+ +sinxy=14; y =1
1
(¥*+*?® +sin xy = 14;
3
%(X’+y')’?(zv+3y'y3+(cos x) (y+xy) = 0;
2x o & 4 s
?(x’-i»y’) T4y (x*+y%) ® +ycosxy+xy cosxy=0;
e 2x il
YDA +%) * +xcosxy]= —[? (x2+y8) +y005xy];

2%
+y cos xy

3
3 ‘/(xz +3%)2

i
2x+ 3y cos xy V(2 + 3)?

y et =

“3

9 Differencidlazamitas

fi 0
w”y’;——+xcos Xy 3y2+3xcos xy Y (x2+y°%)°
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10, 5882 L3 p — ISy sy is o

542 (In 5) (cos xy) (y+ xy )+ 6yy’ = 5(y+xy');

57> (In 5) y cos xy+ 55> (In 5) x)’ cos xy+6yy = Sy+5xy,
ezt rendezve és y’-t kiemelve:

Y [x5%"*¥ (In 5) cos xy+ 6y — 5x] = Sy —5*">¥ (In 5) y cos xy,
ebbol

il yIvyE S (In'S)\cos xy]
x5°'2*¥ (In 5) cos xy + 6y — S5x :

11' eshx+eshy+yz=6; yz=?

es"*chx+e*®Y (chy)y +2yy’ =0;

ezt rendezziik::
Y (e**Ychy+2y) = —e®®*ch x;

I effsch x
y =
e*®Ych y+2y

12. sinxcosy=0,5; ) =?
€os x €os y+sin x(—sin y)y’ = 0;
ebbol
Al coshacosy

= — & =ctgxctgy.
Sin x sin y

13. sinx°**¥+Inx?y=3x; ' =? A kifejezést atalakitjuk, mert szor-
zat logaritmusa helyett logaritmusok Osszegét konnyebb differencidlnunk.

sin x°°*¥ 4+ 2 In x+1In y = 3x.

Az elsd tag belsd fiiggvénye logaritmikusan derivilhaté: eldszor ezt a
derivaltat hatdrozzuk meg:

’

z
Legyen z = x°°*¥; ekkor Inz = cos y In x, és i —=(-siny)y Inx+
z

1
+(cos y) —; ebbdl
X

l cas il fLk
Zii=—pnosy —y'sinylnx].
n
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Most derivadljuk az eredeti fiiggvényt:

’

” T
COS X°°*¥ (x°%*%)' 4 — + — = 3;
oy

behelyettesitve az (x“**”y)’-re kapott kifejezést:

/

cos : A
COB x°0t¥ (xeee7) [—'—v~—y’ smylnx]+——-+—= 3;
fe e

rendezve:

X 1
¥y [( = CO8 X°°*¥) x°°*¥(sin y) In x+—] =
b

B 008 x°°°Y) x°°*Y cosy,
-
- .

=3~
X X

ebbdl

3x —2 —(cos x°°*¥) x°°*¥ cos y
5a

» (cos x°°*¥) x°*¥ (sin y) In x + 1
y

Y[3x = 2 - (cos x°°%¥) x°°%¥ cos y]
x[~y(cos x°°*?) x=>*¥ (sin y) In x+1]

M, V2x+y'=InVy'—»; 3y =2
A gydkot tortkitevoként irva:

1
byl
(2x+)y")* =?ln (02 =xt)s

ezt deriviljuk :

g

1
Ry 2yy' —2x);

| < e
g Qe+ T e =2

LR Y 5
X

V2x+y V-
(1 +pY) = *%) = 0y =)V 2x+)%;
VX Y —xdyy =y V2x+ 2 - xV 2x )25
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rendezve:

Y -xt+xV2x+y* =y (V2x+ 2 + x2y—»%);

P—xt+xV2x+)2
yV2x+y2 + xty—y3

7

y =

x
15. ¥ x2+ 2% + 3y® = 6x*4; y':?

Mivel az elso tagot csak logaritmikusan lehet derivalni, ezzel kiilon fog-
lalkozunk.

59 - 1
Legyen z =} x2+3? = (x2+»?)*; ekkor lnz = — In (x2+)?); ezt diffe-
»

’

1
— (2x+2yy’); ebbdl

z 1
rencidlva: — =——In(x*+y)+—-
x? ¥ G T

z

x 2x+2yy"  In(x*+)?
z,=}/m[ yy ( g ))].
X

x(x*+yY)

Most differencialjuk az eredeti implicit fiiggvényt, rogton behelyettesitve
a kapott eredményt:

x 2x2+2xyy’ — (x*+)%) In (x*+)*)

Yxi+y2
X2 (x*+)")

+6yy’ = 24x3.

Mindkét oldalt szorozzuk a tort nevezdjével és elkiilonitjik az y’-t
tartalmazé tagokat.

2x2’}r/x’+y" & 2xyy';/x’ £ (o +y’)W In (x* + %)+

+6yy’ x*(x*+7) = 24x° (x* +57);
X
Y [2xpVx2+ 3% + 6px2(x2+)2)] =
p il X
=24x°(*+ 99+ (2 + )V x*+ )% In (3 +)%) - 222V x* +)72;

2+ VAT n G+ ] - 20V
B 1

2xy [XV X242 + 3x(x® + 7))
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16. y = (sin xy)~;

N |-

— = In sin xy +xy ctg xy + x*y’ ctg xy;

]

y = ylInsin xy+x)y® ctg xy+x2y’ y ctg xy;
Y (1—x*y ctg xy) = y(In sin xy+ xy ctg xy);

y =Insinxy+x

sin xy

¥y =? Iny=xInsinxy;

-(cos xy) +xy");

, y(nsin xy+xy ctg xy)

1—xyctg xy

17. 4y +x2=8;. ¥y =1
A feladatot logaritmikus derivaldssal oldjuk meg. Bevezetjitk a z=4y és

u=x" jelolést.

Ekkor egyrészt.
Inz=Ind4+xIny;

’

’

iz
——=lny+xl;
z b 4

z'=4y") = 4y* (lny+xy—) %
44

Mésrészt

Inu=ylnx;

’

u S ’
==y
u

We=(x) =x y’lnx+1).
b
fgy az eredeti fiiggvény differencialhinyadosa:
fw,
ay* (m y+ l)u’ (y’ 1nx+1) =0;
4 x
4 Iny+4y* 'xy'+xy Inx+x>"1y=0;
Y@y 'x+x’Inx)=—-(x>"y+4y*Iny);

X 'y+4v*iny
4 'x+x’Inx

y=-

1
Inx+y-—;
b 9
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Hatirozzuk meg a kor érintdjének egyenletét &ltaldnos alakban, az
érintési pont paraméterét 7,-val jelolve. Bzutén frjuk fel az érint5 egyenletét,

n
hat°='3' és r=5.

1. Megoldds:
Az érintd irdnytangensének meghatdrozésa:
X=-—rsint; y=rcost.
Yy = -E = _r::;: =—ctgt.
Az érintési pont koordindtdi:
Xo=TrCOSly; Yo=rSint,, vagyis Po(rcost,; rsin ).
Az érintd egyenlete:

y—r sin f, = —ctg £, (x —r co8 1,).

T
Felirjuk az érintd egyenletét, ha ¢, = & ésr=5:

n n n
—5sin —=—ctg—{x—5cos —|;
y—5sin P g (x 6)

6
5 V3
e el e _5.__;
173 ﬁ[" 2]
rendezve:
y=-}’§x+10.

Ellendrizziik a feladat eredményének helyességét!

II. Megoldds:
Ellen6rzésképpen a feladatot most gy oldjuk meg, hogy a ¢ paramétert
kikiiszoboljiik, és az igy kapott y=f(x) figgvény derivaltjat szamitjuk lEl.
Az adott x=>5cos? és y=>5sin ¢ egyenleteket négyzetre emelve, majd
dsszeadva
x4y = 25 (cos® #+sin? t) = 25,
amibdl
el ® 15D
y= iv’zs—x’; xo=5008—€=—2-ﬁ.
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Mivel a £, = —g- szbghoz tartozd pont az elsd siknegyedben van, ezért
70>0, és igy y = V25—x*et kell derivilnunk.

3

1 ok
y=505-2) T (-29=

V25—
213
5 Ta 5V3 53
y'(—ra)= 5 S
2 75 100—75 5
25—— 2 2o
4 4
" L
yO_ 4 o 2 £
és igy az érintS egyenlete:

> i 5
fednd BB 2 () S )
y Y (x s Y )
Az utébbi mobdszerrel kapott eredmény az el6bbiével megegyezik.

9. Az ellipszis paraméteres egyenletrendszere, ha nagytengelye az X-
tengelyen, kistengelye pedig az Y-tengelyen van,

x=acost; y=bsint,

ahol q az ellipszis nagytengelyének, b pedig a kistengelyének a fele.
Legyen most a=35, b=4, és igy az ellipszis paraméteres egyenletrendszeres

dx d)
x=5cost; y=4sint; —t—=—58in'; i'-=4eost.

n
Hatdrozzuk meg a f, = § argumentumti ponthoz hazhat6 érintd
egyenletét!
1. Megoldds:
Az érintési pont koordindtdi:

n V2
=4sin—=4.— =22,
Yo 3“14 2 }r—
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és igy az érintési pont
5 a3
P, (7 V2; 2V2) ;

Meghatdrozzuk a derivaltat:

fgy az érintd egyenlete:
il 4 5
<2¥3=——x .~ y3],
y=2y 3 (x 5 14 )
ezt rendezve

4 &
y= —?x+4}l2.

II. Megoldds:
A feladatot megoldjuk az ellipszis implicit egyenlete segitségével is:

e oY
1 4|/———— Y25—%
G A T e s T

Feladatunk megolddsakor az ellipszis X-tengely feletti ive keriil csak
széba, ezért csak a + jelet vessziik figyelembe a gyokjel el6tt:

4
y=-§-125—x’.

3
Az érintési pont abszcisszdja az elobbiekbdl x, = 7 ¥2. Hatarozzuk

meg az érintési pont koordin4tdit, valamint az érintd egyenletdt!
Az érintési pont ordinatija:

4 50 4 5Y2 4
=—1/25—-—= .__.._2
A i v,

tehét a pont

p(_f_ V3 zﬁ).
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A fiiggvény derivéltja:

piditels SR tasepalibiog (a)din 3
Y =nme (2= -2x) =— :
5 2 5Y25—x2
Az érintd irdnytangense a P, pontban:
5
4.9 o Gl

5 2 i 2y2 2Y2 4
y 7;/§)=_ L R

R 50° 3 5
4 4 V2
Az érintd egyenlete:

5
y-203= -2 (x-13).
tehit a két eredmény megegyezik!
10. x = 3(cos t+tsint); y = 5(sint+£cost); y=1?
%X=3(—sint+sint+tcost)=3tcost;
y=>5(cos t+cos t—tsint) = 5(2 cos t—tsin¢).

, ¥ 5Qcost—tsint) 5(2 )

12, x—e: y=cosBiiyi—
x=15e%; y=—3sin3t.

—3sin 3¢
7 e

e | e
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11. Polarkoordindtikkal adott filggvény derivaltja
Ha a fiiggvény az r =r(¢) poldrkoordindtds alakban adott,

ahol a ¢ poldrszog a fuggetlen vdltozé és a rddiuszvektor
r hossza a fiiggvényérték (1. a.62. dbrdt), akkor bebizonyithato,

P(r;¢)

(4
7 X 62. dbra

hogy differencidlhdnyadosa — vagyis a gorbe valamely pontja-
ban huzott érintd irdnytangense — a kovetkez6 alakban fejez-
heté ki:

dy r'(¢)sing+r(p)cosg
dx ~ r’'(p)cosp—r(p)sing ’

Tehdt y-nak x szerinti derivéltjdt ily médon a ¢ szog fliggvénye-
ként kapjuk meg!

Gyakorlé feladatok
1. Adott az r=2¢*® Gn. logaritmikus spirdlis (63. 4bra). Hatdrozzuk
meg a ¢, =2 (radi4n) szogh6z tartozd pont radiuszvektorit, majd a kapott

pontban huzhat6 érintd egyenletét!
Eldszor a radiuszvektort kell meghatdroznunk:

r; = 2e*? = 2e% » 2-403,4 = 806,8 ~ 807.
@, atszamitasa fokba:
¢, =2=2.57,3°=114,6°.
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63. dbra

Az érintési pont derékszogii koordinitdinak meghatdrozasa:
X3 = 11 COS @; = 807 cos 114,6° = 807(—0,4163) a: — 335.
Y1 = r; sin @, = 807 sin 114,6° = 807-0,9092 =5 732.

A derékszogli koordinatik: P(—335; 732).
A derivilt és az irdnytangens kiszdmitdsa:

r="2e % | ri—Ge"®:

dy r'sing+rcosp  6e*”sing+2e*® cosg

dx rcosg—rsing  6e® cos p—2e%® sing

i 3sin¢+cos¢_ 3tgo+1
3 cos g —sin @ 3-tgo

dy) _3tge,+1 s 3tg114,6°+1 3(-2,18)+1

dcjey  3-1ge; " 3—1g1186° | 3+218
—5,54

5,18

Az érintd egyenlete:
y—T732 = —1,07(x+335).

2. Hatdrozzuk meg az r=3e*® egyenletii logaritmikus spirdlis azon
pq_nthéér axlr)l:lyhd hizott érintd az X-tengely pozitiv irdnydval 45°-o0s

~—1,07, vagyis tga=—1,07.
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; dyisi
frjuk fel a = derivaltat!

dy r'sinpg+rcosgp  6e*® sin@+3e?® cosp

dx rcosg—rsing  6e?® cosp—3e*®sing

2sing+cosp 2tgo+1
_2cos¢—sin¢ 2—-tgo

Nem irtuk fel, de ne felejtsiik el, hogy r=r(p)!
Ismerjiikk az érintd irdnytangensét (hiszen tg45°=1), és ki akarjuk
szadmitani az érintési ponthoz tartozé @, polarszoget, valamint az érintési

pont Py(x,; yo) koordinétait. % = l-et helyettesitink, majd tg¢,-et
kifejezziik :
il 2tg @, +1 )
g 8
2—-tgp,=2tge,+1;

1
3tggr=1; tg¢1=?~o,3333; @, =~ 18,4°

A keresett pont radiuszvektordnak meghatirozdsihoz ¢,-et radidnba
kell 4tszamitanunk:

o

18,4 &
01~ 184°~ = 0,32 radidn.
57,3°

Ezt az r(p) fuggvénybe helyettesitve: :
r; = 3e2p1=3¢%03 =3e%% ;3.19=15,7.
A keresett pont derékszogli koordinétai:
X; =r;y Cos ¢, = 5,7 cos 18,4° = 5,7-0,9489 ~ 5,41;
yi=rysin @, = 5,7 sin 18,4° = 5,7-0,3156 =~ 1,79.
Tehét P,(5,41; 1,79).
3. Az archimedesi spirdlis &ltaldnos egyenlete: r=ap, ahol a>0.
Hatirozzuk meg az r= 3¢ archimedesi spiralis ¢, =1 polarszdgii pontjadhoz
huazott érintd egyenletét! r=agp; r'=a, és ¢,=1=57,3°

dy r'sing+rcose asin g+ap cos ¢ tgo+o

dx rcosp—rsing acos ¢—ag sin ¢ l-ptge '
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Az érintd irdnytangense:
dy) & tg57,3°+1 1,56+1 2,56
T = s
dxje, 1-—-1tg57,3° 1-1-156 -0,56
Az érintési pont koordindtdinak meghatirozisa:

-4,57.

X; = r; €OS @; = 3 cos 57,3° = 3-0,5402 =~ 1,62;
y1=r; sin @; =3 sin 57,3° = 3-0,8415 ~ 2,52.

Tehat az érintési pont: P, (1,62; 2,52).
Az érint6 egyenlete pedig:

¥—2,52=-4,5T (x—1,62).
4. A hiperbolikus spirdlis &ltalinos egyenlete r— — alaki, ahol a>0.
®

5
Adott az r= — hiperbolikus spirdlis. Hatdrozzuk meg a gorbe ¢,=0,5

radidn polérsmgﬁ pontjiban a gorbere merdleges egyenes egyenletét!
Valamely gorbe adott P, pontjdban Ggy emeliink a gorbére merdlegest,

hogy a ponthoz hizott érintdre merdleges egyenest hatirozzuk meg.
A pont radiuszvektordnak nagysiga:

S
n=—=-—=10.
’1 0:5
A fuggvény és deriviltja:
5 g 5
F=e—3i = —a.
? o

A polirszog atszamitisa fokba:
91, =0,5=0,5-57,3° = 28,65° = 28,7°.

A derivilit fiiggvény:
S +5
s ——sin @+—cos
_dl._ r’'sing+rcosg e 9 . @ r
dx r'cose—rsing 5 §: 3
——Cosp——sing
¢ ? 5

_ —singtpcose  ige—¢
—cosp—psing  l+ptge
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(ﬂ) _iggi—@r  18287°-05
dx)e: l+oitgey  14+0,5tg28,7°
0,5475—-0,5  0,0475

= = = 0,0374,
1+0,5-0,5475 1,2738

vagyis tg e, ~ 0,0374.

Az adott pontban a gorbére merdleges egyenes irdnytangense
(tg ¢), mintismert, az adott pontban a gérbéhez huizott érintd

irdnytangensének negativ reciproka:
1

tga,  0,0374

A P, pont koordin4tii:

tg oy = — ~ —26,7.

5
X, = 1108 9 = = C05 28,7° = 10-0,8771 ~ 8,8;

5
sin 28,7° =~ 10-0,4802 ~ 4,8.

Y1 =rysing, =

A P, pont tehit: P,(8,8; 4,8).
A keresett egyenes egyenlete:

y—4,8 = —26,7(x—8,8); rendezve y = —26,7x+239,8.
5. Hatdrozzuk meg az aldbbi gbérbék metszési szogét: r;=3 cos @;
rs=>5 sin ¢. }
Két gorbe metszési szogén a metszésponthoz hiizott érinték
altal bezart szoget értjiik.
Eldszor a két gorbe metszéspontjanak a polirkoordinatait kell meg-

hataroznunk, majd az érintdk irdnytangensét.
A két gorbe metszéspontjdnak meghatdrozdsa:

3
3cosp =5sin g; tg¢=-§=0,6; @ = 31°
A metszéspont polarszoge tehit: ¢, =31°~0,541 radidn.
A metszéspont rddiuszvektora:
7o =3 cos 31° = 30,8572 = 2,57.

146

. Az elsd gorbe jellemzd adatait I-es, a misodikét 2-es indexszel jelol-

rn=3cosg; ri=-—3sing.
re=5sing; rz=5cosg.

41y_,_ rising+r,cosg o —3sin*@+3cose i

dx  rjcosp—rising —3sinpcosp—3snpcosy
tg‘qp—l.
Ao

dy, __tg’¢o‘-1 te*31°- 1
,(Z)oo_ 2tgp,  2tg31°
A misik gorbe @, polarszogli pontjadhoz hiizhat6 érintd irdnytangense:
dys r; Sin @+ Cos @ __ Scosgsing+5singcose
dx riCOSQ—rySing 5 cos® ¢ — 5 sin® ¢ i
2cosgsing 5 2tgp

=cos’¢p—-sin‘¢p 1-tgtg’
dy,) _ 2tge 2tg31°

dx)e, 1—tglg, 1—1tg231°
A két érintd dltal bezirt szoget meghatirozhatnink képlettel is, de
latjuk, hogy az egyik érintd irdnytangense a mésik negativ reciproka, tehat
a két gorbe derékszogben metszi egymast.
1 1
6. Legyen r=;;=e“'. Hatarozzuk meg a ¢,=? radiin polar-

sz0gli pontbeli érintd irAnytangensét!

A derivalt mint a ¢ polarszog fiiggvénye:
dy r'singtrcosp —Se**sing+e *"cosp

dx r'cosp—rsing —5¢ "% cosp—e~"?sing

—5sing+cosg _Stge-1
—5cosp—sing  S+ige

10*
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Az érint$ irdnytangense:
(dy) S5tge,—1 S5tg11,5°—1 5-0,2035—-1
2

dx S+tge,  S+tglLS®  5+0,2035
1,0175—1  0,0175

= = 0,003 36.
5,2035 5,2035

7. Legyen r = 6(5—3 cos ¢). Hatdrozzuk meg a gorbe ¢, = 1 pont-
jdban huzhaté érintd irdnytangensét! (Most a szogfiiggvényeket két tize-
desjegyre kerekitve adjuk meg.)

¢:=1=x573°% r=6(5—-3cosg); r'=18sing.
A derivilt mint ¢ fiiggvénye:
dy_ r'sing+rcosg o 18sin? @+ 6(5—3 cos @) cos @ b
dx r'coseg—rsing 18 sin ¢ cos 9 —6(5—3 cos ¢) sin @
e 18 sin? ¢+ 30 cos p— 18 cos® @ 2
18 sin ¢ cos @ — 30 sin ¢ + 18 sin ¢ cos ¢

3sin® p+5cosp—3cos? @
i 6singcos@—5sing

—3(cos* ¢—sin? @)+ 5cos @ 0
3sin2p—5sing o

_ —3cos2p+5cose
"~ 3sin2p—S5sing
dy —3cos 114,6°+5¢c0s 57,3° 3 cos 65,4°+ 5 cos 57,3°
(Z),x T 3sin114,6°—5sin 57,3° _ 3sin65,4°—5sin57,3°
3.0,4163+5-0,5402  1,2489+2,7010
T 3.0,9092-5-0,8415  2,7276—4,2075

Sikban mozg6 pont poldrkoordindtdit megadhatjuk paramé-
teres alakban az id6 mint paraméter fiiggvényében:

r=r(®); o=o().
A sebesség radiuszvektor irdny, ill. arra merGleges 6sszetevoi:

U,=F; U, ,=r¢.
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A pont helyének x és y derékszogii koordindtdi — a poldr-
koordindtdk és derékszogli koordindtdk kozotti dltaldnos dssze-
figgés értelmében:

X=rcos@; y=rsin ¢.

A sebesség x és y irdnyd Osszetevdi pedig
V,=X=FCOSQ—rsing-@;
v,=y=rsin@+rcosg-q.

Mindkét esetben a szorzatfiiggvény derivdldsdnak szabdlyat
alkalmaztuk.

A sebesség derékszogii Osszetevdit ismerve, az eredd sebesség
nagysdga a Pythagoras-tétellel szdmithato ki:

v=Voi+o} = VE+50
Mivel

x2=(Fcos@—rsin@- @)=

=F*cos® ¢ —2risin p cos @ - @ +r?sin® @ - ¢?;
y2=(Fsing +rcosg - @)=
=r?sin*@ + 2rising cos@ - ¢ +r2cos?g - @2,
ezért — a két kifejezést osszeadva —

%2+ y2 =72 (sin® @ + cos? @) + r?¢? (sin® ¢ + cos? ) =
=%+ rig?.
Tgy

v =Y+ = Vit +r2gt.
8. Az R sugaru kor paraméteres, polarkoordinitis egyenletrendszere:
r=R; p=ot.

Hatéarozzuk meg a kovetkezo egyenletii kormozgast végzo pont helyzetét
és sebességét adott ¢, iddpillanatban:

r=10; ¢=3t; ,=0,1.

149



Ismét felhivjuk a figyelmet arra, hogy ¢ értéke radidnban mérend?.
El6szor a pont helyzetét hatarozzuk meg:

r=10; ¢ = 3-0,1 rad = 3-5,73°~17,2°.

A pont polirkoordinidtdinak ismeretében a derékszogli koordinatak is
meghatdrozhatok :

x = rcos ¢ = 10cos17,2° = 10-0,9553 =19,553;
y=rsing = 10 sin 17,2° = 10-0,2957 = 2,957.

Tehat a pont derékszogii koordinatdi: P(9,553; 2,957).

Meghatirozzuk a mozgis v = Y 7*+r%p* sebességét. Mivel r=10 4llan-
do, tehat r=0; p=3¢; ¢p=3, ezért

o= Vr¢* = rp =103 = 30.

Ha r=0, azaz nincs a pontnak radidlis (sugar irdnya) sebessége, akkor
a fizikabol ismert v=cwr képlet alapjan szdmolhatunk, mert ekkor p=w.

9. Az archimedesi spirdlis polarkoordindtids, paraméteres egyenlet- -

rendszere a kovetkez6:
r=at; p=ot, ahol a>0 és w>0 4llandék.

A mozgd pont rddiuszvektora, ill. poldrszoge az id6vel ard-
nyosan novekszik. A mozgdst ugy lehet elképzelni, hogy az
origébdl kiinduld és egyenletes forgdmozgdst végzd félegyene-
sen egy pont sugdrirdnyi egyenletes mozgdst végez.

Hatarozzuk meg a spirdlisan mozgé pont derékszégli koordinAtiit,
valamint sebességének abszolut értékét a #,=2 s idopillanatban, ha r=>5¢;
@=06t1.

Itt az egyiitthat6k 5 cm/s, ill. 6 1/s (az utdbbi a szogsebességet adja meg
radidn per szekundumban).

A t=2 értékre r, =5:2=10cm; ¢, = 6-2 = 12 radidn, vagyis
0:1212-57,3°2:690°.

A polérszog tehat 690°, de a szdgfiiggvények periodikus voltabdl kovet-
kezik, hogy a szogfiiggvényértékek ugyanazok, ha 690°—360° = 330°-0s
sz0g szogfiiggvényeivel szamolunk.

Xy = rycos @; = 10 cos 690° = 10 cos 330° = 10-0,8660 = 8,66 cm;
y1 = rysin@; = 10 sin 690° = 10 sin 330° = 10-(—0,5) = —5cm.

A pont derékszogli koordinitdi tehdt a mdsodik mésodperc végén
Py(8,66 cm; —5 cm).
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Az y koordindta negativ eldjele azt fejezi ki, hogy a pont az X-tengely
alatt van. g
A pont sebességének kiszimit4sa:

r =5t; r=5; o=6t; ¢=6; ry=10cm.

T, il Cl
vy=V P4+ ri¢t = Y355100-36 = V3625 ~ 60 -2,
S

A mozgb pont sebessége tehdt a mozgis kezdetétdl szamitott masodik
mésodperc végén 60 cm/s.

10. A hiperbolikus spirdlis polarkoordinitds paraméteres egyenlet-
rendlizere r = aft ; p=>bt, ahol az a és b alland6k pozitiv szimokat jelen
tenek.

Hatdrozzuk meg a hiperbolikus spirdlison mozgd pont derékszogii
koordinatdit a #;=>5 idSpontban, valamint a pont sebességének nagysagat,

: 100
ha a mozgds paraméteres egyenletrendszere a kovetkezd: r = —
t

9=0,6¢. Legyen t,=35.
Az egységeket most nem irjuk ki.

ry=-——=— ;

R

@, = 0,6t; = 0,6:5 = 3 radidn=3.57,3° = 171,9°~172°.
A megfeleld derékszogli koordinatik:

X1 = rcos ¢; = 20c0s 172° = 20 (—cos 8°) = —20-0,9903~ —19,8.
Y1 = rysin @, = 20sin 172° = 20 sin 8°= 20-0,1392 ~ 2,8.

Tehdt a pont derékszogli koordinatdi: P;(—19,8; 2,8).
A mozgd pont sebességének meghatdrozasa:

(0:0,6’; ¢=O’6; ¢1=016;

vy= V42t =Y (=4 +20%-0,6° = Y16+ 122 = V160 ~ 12,6.

A pont ered6 sebességének nagysdga 5 masodperc multdn tehit 12,6
sebességegység.
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V. MAGASABBRENDU DERIVALTAK

1. Magasabbrendii derivaltak fogalma

Ha egy fiiggvény derivdltjat ismét derivaljuk, akkor meg-
kapjuk az eredeti fiiggvény madsodik, harmadik, negyedik stb.
n-edik derivaltjat.

Ezeket az aldbbi mddon jelolhetjiik:

2 d2
V== 22 4D,

Py LT R (¥

dty . dif(%)

Y () e 1Y) = —2 = 2

et v gl Rel e T
dry  d*f(x)

n) — £ =7 =

A e

Megjegyezziik, hogy a mdsodikndl magasabbrendii deri-
véltakat ritkdn haszndljuk.

Ha valamely fiiggvény fiiggetlen valtozdja a ¢ id6, akkor a
magasabbrendii derivdldst — az elsérendih6z hasonléan —
szintén ponttal szokds jelolni:

Saigtve L dPy
o+ 1 e Bl

Péld4ul a fizikdbol ismeretes, hogy valamely mozgd tomeg-
pont mozgdsdt (helyzetét kiilonboz3 idépontokban) leiré id6-
fiiggvények elsé derivdltja a sebesség, mdsodik a gyorsulds.
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2. Raciondlis és egész kitevdji hatvianyok
o eg j yok magasabbrendi

Kozvetleniil beldthaté az
Ji=xt

ﬁiggve’nyre vonatkozdéan, hogy raciondlis n esetén a k-adik
derivdltja

YO =nm—1)...(n—k+1)xn-k;
pozitiv egész n esetén
®» =n!, ahol n!=1 -2-3...n,

és
y(ll+l) o y(n-l-i) =..=0.

Utébl?ibél kovetkezik, hogy birmely n-edfokiu polinom min-
den n-nél magasabbrendii derivditja zérus.
Gyakorlé6 feladatok
L y=3x+5x*-2x*-14; y'=7 =2 Y'=2 yW =7 yoHr=19
Y = 12x%+15x* - 4x;
Y =36x*+30x—4;
Y" =T72x+30;
yO =172;
y® =0,
2. y=5x"-4x*+2x+200; y =17 V=2 y"=2 po=9
Y =15x*-8x+2;
Y =30x-8;
" =30;
y9=0.
3. Hatdrozzuk meg az y=x!° fiiggvény 6todik derivaltjat!
Y& = 10:9-8-7-6x% = 720-42x5 = 30 240x3.
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S

2-3-8-13 -% 624 1 624 1
S X = - = —— .
4 LSS |
5 625 e 625 Y
1 oy
S0 y—; =x % yO=1

D

5:9-13-17 -1": 9945 1 729 4
= —_—-—X E S e e 4 T A e T
5 4. 4
4 1024 o 1024 »Vx

Megjegyzés: Tortkitevjii hatvanyok akdrhdnyadik derivéltja
sem lehet azonosan nulla. Ennek oka, hogy a felirt szorzatban
levé szdmtényezOk egyike sem nulla.

3. Exponencilis fiiggvények magasabbrendii derivaltja
y=da*; y=a*na;...; y”=a*(na)"

Ha az alap e, és igy az y=¢* fiiggvényt derivdljuk, akkor
In e=1 miatt
LA R

Ha az alap kitevdje nem x, hanem x-nek valamilyen szdm-
szorosa, akkor

y=a**; y =a*(blna);...; y"=a>*(blna),

154

és igy a=e esetén
y=e"*; y =bet*;..; y®=prebx,

Gyakorl6 feladatok
1. y=5e*; yw =17
YO =5.4%¢% = 5.256e%* = 1280e%*.
2
2 ==t o1

YO =2(=2pe " =2(=32)e- = -2

pre
3. y=2% yw=1
y® =27 (In2)%.
4. y=57 y®O=1?
Y& =5.7"(n7)".
5. y=2%; y®=1
Y = 55.2°* (In 5)5.
6. y=3"% y"=?
Y7 =(—=2)*-3"2*(In3)* = —8-.372<(In 3)%,

4. Logaritmusfiiggvények magasabbrendf derivéltja

Az e alapi logaritmusfiiggvény magasabbrendii deriviltjai:

”

1
=ln ; = — = x-—1. —_ — -2.
x x T | 4 X2

YW=2"3; Y = (—1p-l.a—1)!x~"

Ha az x-nek 1-t6l kiilonbdzd szdmegyiitthatéja van, akkor

y=lhax; y=—.a=

A

|-

X

155



és igy a tobbi derivélt is megegyezik az y=In x fiiggvény meg-
feleld derivdltjaival, igy

y®» = (=1p-1(m—-1) x"
Az a>0 alapu logaritmusfiiggvény és deriviltjai:

1 s .

ySlomed. ¥ & etwgy hw .

i e gl
y -—E;(—x ) = aa

= Elz(_l)"-l(n- o2

Gyakorl6 feladatok
1. y=12Inx; y®=?

72
) <Pyt e
M 12(—-1)*3!x .

2. y=5hx; y"=1?
(] -7 -7 —1_3m
YO =5(—1)-6!x"7=5:720x"7 = 3600x"7 = 7

3. y=2In7x; y9=?

12
PO =2(=1P 3= ~2e6x =

5. A szinusz, koszinusz, hiperbolikus szinusz
és hiperbolikus koszinusz magasabbrendii deriviltja

Erdemes megfigyelni, hogy bizonyos fiiggvények derivdltjai
periodikusan ismétl6dnek.

fgy pl. y=sinx; y’=cosx; y"=—sinx; y”
y® =sin x; y® =cos x stb.

Mivel a negyedik derivilt megegyezik az eredeti fiiggvénnyel,
igy az n-edik derivilt a kovetkezd médon szdmithaté ki: n-et

= —COS X;
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néggyel osztjuk, majd a maradéknak megfeleld derivdltat
vessziik.

Legyen pl. y =sin x, akkor y1%? =3” = —cos x, mert 1967
néggyel osztva maradékul hdrmat ad, és (sin x)” = —cos x.

Hasonlé az eljirds az y=cos x fiiggvény n-edik derivdltja
meghatdrozdsakor is:

Mivel y=cosx; y'= —sinx; "= —cosx; y” =sinx és
yW =cos x, ezért pl. ha y =cos x, akkor y1%? =" — 4 sin x,
mert 1967 4-gyel osztva 3-at ad maradékul.

A hiperbolikus fiiggvények koziill az y=shx é y=chx
fliggvények magasabbrendii derivdltjait is hasonlé mddszerrel
hatdrozzuk meg. Ui. ha y=sh x, akkor y’=ch x; y"=shx
stb., vagyis minden pdrosrendii derivdlt sh x, minden pdratlan-
rendii pedig ch x; ha viszont y =ch x, akkor y’ =sh x; y” =chx;
stb., vagyis minden pdrosrendii derivdlt ch x, minden pdratlan-
rendi pedig sh x.

Gyakorl6 feladatok

1. y=sinx; y»N=17 ;16)_9 s _9
yU® =sin x, mert 12 maradék nélkiil oszthato 4-gyel.
Y9 =y"= —cos x, mert 15-6t 4-gyel osztva a maradék 3.
Y8 =" = —gin x, mert 18-at 4-gyel osztva, a maradék 2.
2. y=cosXx; y30=7 y(3) =17 (10089
Y9 =y=cos x, mert 20 oszthatd 4-gyel.
Y =y”=gin x, mert 23-at 4-gyel osztva, a maradék 3.
Yoo —y”— _cos x, mert 1002-t 4-gyel osztva, a maradék 2.
3. y=sindx; y®W=7 y® =7 ]tt a kdzvetett fiiggvény derivilasi sza-
bélyat is alkalmazzuk :
Y@ =4¢4sin 4x;
YO = —4%sin 4x.
4. y=cos3x; y =7 yO=7
y® =34 cos 3x; y®= —3%cos 3x.
5. y=shx; y&)=7 ;¥ =9
Yy =y'=ch x, mert a 41 paratlan szdm;
y®* =y =sh x, mert 92 paros szam.
6. y=sh2x; y®=17 ya =17
Y =28sh 2x; y(W=2M ch 2x,
7. y=chx; y®=17 y0=17
y® =sh x, mert 9 piratlan szidm;
Y39 =ch x, mert 20 piros szim.
8. y=chix; y*=7 y=29
y"=3%sh 3x, ill. y(15 =318 sh 3x,
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6. Implicit fiiggvények magasabbrendii derivaltja

Ha implicit alaku fiiggvénykapcsolatot derivdlunk, akkor
az elsd és a magasabbrendii derivéltakat is implicit alakban
kapjuk. Az elsd derivdltat kifejezhetjiik x-szel és y-nal; a mdso-
dik derivélt a véltozékon kiviil az els6 derivdltat is tartalmazza
stb. Amennyiben valamely derivalt helyettesitési értékét akar-
juk kiszdmitani egy P, pontban, akkor ismerniink kell a
P, pont X,,y, koordindtdin kiviil a keresett derivdltndl ala-
csonyabbrendi derivdltak értékét is ebben a pontban.

Gyakorl6 feladatok

1. Hatirozzuk meg az aldbbi implicit alakban megadott fiiggvény
harmadik derivaltjit, valamint a harmadik derivalt helyettesitési értékét
a Py3;4) pontban!

—-x
X348 =25; y'="? 2x+2yy =0; 299’ =-2x; =_y_.

—ly+xy’

y’=y,,

(=Y +Y +x3) 2= (—y+xy)-2py’

v - =

e o

_ P 2000 o+ 2y - 200

» ”

Behelyettesitéssel meggydz6diink arrdl, hogy a Po pont rajta van a gorbén:
32442 = 25,

tehat rajta van.
Amennyiben a harmadik derivalt helyettesitési értékét akarjuk meghat4-
rozni a P,(3; 4) pontban, akkor ismerniink kell e pontban az elsd és maso-

dik derivalt értékét!
poi ( 3 ) 16, %9
4 4 4 25

g i o g o
Y (Po) = i Y'(Py) = 16 = 16 >
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o ool

Y7 (Po) = 7 AL
75 24 54 75 96 54
B E ol e
64 64 &R |

2. xX*—dxy+y*=0; Yy (Q)=? y(1)=?

A fiiggvény implicit alak(, és ha nem akarjuk explicit alakban kifejezni,
z_akkor_ a derivélt helyettesitési értékét csak akkor hatarozhatjuk meg, ha
ismerjiilk az x=1 abszcisszdhoz tartoz6 ordinatat is.

1-4-1y+y*=0;

Y —4y+1=0;

i _ 4+Vi6-4  44V12  4+2V3

135 = = 4
2 2 Do

.V1=2+V§; »n=2-V3.

Az elsd és misodik derivaltat tehat a Py(1; 2+3), ill. Py(l;2—V¥3)
pontokban fogjuk meghatrozni. Elészor a fiiggvény elsd : derivaltjat
szamitjuk ki.

3x*=4(y+xy)+2yy =0;
3x2—4y—4xy’ +2yy’ = 0;
3xt—4y =4xy'—2yy’;
3xt—dy =y (4x-2y);
, x*-4y
Vi .
4x—2y

P, és (’, koordinétait ismerjiik, igy az els® derivalt helyettesitési értékét
meg tudjuk hatdrozni.

3-1-4(2+V3) 3-8-4Y3
4.1-22+V3)  4-4-213
_—5-4¥3 54413
e i

Y (P =
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ebbdl a nevezd gyoktelenitésével kapjuk:

12+5Y3 5
=24 V3
I3 by £

Y (@)=
Ugyanigy adédik — a gyokjel negativ eldjelére —
Y ()= 2——2—}’3.
A misodik derivaltat az implicit alakG elsd derivaltbol kapjuk:

(6x—4y) (4x—2y) - (3x*—4y) (4—-2y)
(4x—2y) :

y’=

a mifiveleteket elvégezve és Gsszevonva:

12x2 — 16xy" — 12xy + 16y + 6x2y’

»

P 4x—-2y)
_ 6x*—8xy’—6xy+8y+3x'y
i 2Qx—y¢ ‘
A miésodik derivalt helyettesitési értéke a P, helyen:
Y'(P)=
5 5
5'1-8-1(2+—6—V3]—6-1(2+V®+a(2+v’§)+3-1-[z+?y’3)
n 2(2-1-2-Y3) i
6—16—2—0ﬁ—l2—6V§+l6+8V§+6+iY§ i
3 2 ‘@ 23 1303
3 6 o - Ty
Hasonl6an
ol
T 36

3. X+42=37; y(-1)=? y(—1)=? EIlész6r a pont koordi-
nétdit hatdrozzuk meg.

(—1)*+4)*=37; 4*=36; »*=9; y==3.
Pi(—1;3), Py(-1;-3).
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Meghatarozzuk a fiiggvény deriviltjait:

2x+8yy' =0; 8yy = —2x; '=—--—Jf-;
4y
: S T G =1 1
)‘(Pl)="“l—2—="l‘i; y(P.)=~—_3=—-E;
& —l-4y+x'4}' S5y
TR et
1 37
£ ThiEs O iy
Y (Flaas gt & et g
_l(__l_)+ 37
g 12 T
Y e

7. Szorzatfiiggvények magasabbrendii derivaltjai
Legyen u=u(x) és v=uv(x) két differencialhato fiiggvény:
ckkor szorzatuk elsé derivéltja:
(uv) = w'v+uwv'.
Midsodik derivéltja:
()" = wv+uv' +u'v +uw” = uv+2u'V +u”.
Harmadik derivaltja:
W) = u"v 43"V + 3V +0".
A differencidldst tovdbb folytatva, és a megfeleld tagokat
Osszevonva, az n-edik derivdltra az Gn. Leibniz-szabdly adédik :

(un)™ = u™ 4 (';) o v 4 ('2') o SN
L {n 5 ]) U=y 4Dy

11 Differencidlszdmitéds 161



Itt az dltaldnosan (n) -val jeldlt mennyiségek az un. binomdlis

k
egyiitthatdk:
nl n! A1) n—k+1)
k)~ =ikl 1-2-...-k :

Jegyezzitk meg, hogy

()= () =1 () =)= & (&) ="

A Leibniz-szabdlyt haszndlhatjuk tortfiiggvények magasabb-
rend{i derivdltjainak kiszdmitdsdra is. Ekkor a nevezét — mint
negativ kitevSjli hatvdnyt — a szdmldléba vissziik és a fiigg-
vényt szorzatként derivdljuk.

Gyakorlo feladatok
1oy —brlemsaiyit 1)
Y =uw"+ (?] u'v"+ [;) uv' +u”v;

u=xt w =4 = 12X T = 24x;

3.2
V= xtet 3-4x3e"+7—2- 12x%2e* +24xe* =
= " (x4 12x%+ 36x% + 24x).

2.y eosiZay Tty .— T p©I_1)
A Leibniz-szabdly értelmében:

ylll pa— uvll’+ [i) ulvll_*. (g] u”U/+ul”v;

YO =™+ (‘;] oW+ (;] uo” + [g] u” v+ (Z] Uy +u®y,
A sziikséges derivaltak:

u=x% 1'=95x%; u"=20x%; u”=60x*; u¥=120x; u'®=120;

v=c0s 2x; v'= —2sin 2x; "= —4 cos 2x; v =8 sin 2x;

v@® =16 cos 2x; v®= —32 sin 2x.
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Ezekkel

y” = x%-8 sin 2x+3+5x%(—4 cos 2x)+ 3:20x*(—2 sin 2x)+
+60x? cos 2x = 8x® sin 2x — 60x* cos 2x —120x? sin 2x+
+60x? cos 2x = (8x° —120x3) sin 2x+ (— 60x*+ 60x2) cos 2x.

¥ = x3(—32 sin 2x)+ 5+ 5x*-16 cos 2x+10- 20x®- 8 sin 2x+
+10-60x2- (—4 cos 2x)+5-120x(—2 sin 2x)+ 120 cos 2x =
= —32x" sin 2x+400x* cos 2x+ 1600x3 sin 2x —
— 2400x? cos 2x - 1200x sin 2x+ 120 cos 2x =

= (—32x%+1600x® — 1200x) sin 2x + (400x* —2400x2+ 120) cos 2x.

3, y=xchdx; y®¥=2

Y = up® 4 (‘}) u'v”+ (g) W+ (g) u” v +u®o.

u=x%, w'=>5x% u”=20x; " =60x; u®=120x;

v=ch 4x; v"=4 sh 4x; v”" =16 ch 4x; v =64 sh 4x; v =256 ch 4x.

y® = x5.256 ch 4x+4-5x*-64 sh 4x+6-20x-16 ch 4x+
+4-60x%-4 sh 4x+120x-ch 4x =

= (256x°+1920x*+ 120x) ch 4x+ (1280x* 4+ 960x%) sh 4.
4. y=€"sinx; y=? :

WO =+ (Z) uo'® 4 [;) Wy® + (;) LRSS

B (Z) uWp” + [;) u® " + (z] w®y' 4+ u®yp,

u=¢€~, ennek minden derivaltja e*.
v=sinx; v'=cosx; v'=-smx; v”=-—cosx;
vW=sinx; o®=cosx; v®=—sinx; o= —cosux.

A binomialis egyiitthatokat szdmitjuk még ki:
N (N AT DR A (715
D=@=% ()=6)==2 @)=tz
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6.
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¥ = & —cos x+7(—sin x)+ 21 cos x+ 35 sin x+ 35(—cos x) +
+21(—sin x)+ 7 cos x+sin x] = €*(8 sin x—8 cos x) =
= 8¢*(sin x—cos x).
y=e*Inx; y9=1?
YO =+ [?) uo"+ G) uv+ (g) u”v +u®o.
u=e"; u =2e; u"=4"; u"=8; u® =16,
1 1 2 6

v=Inx; v'=—;; = "=—p W =——

x x’ xt

()-()-4 @-F3=e

Y= (—%)+4-2e’*-%+6»4e" (——:—,)+
+4-8* %+16e”‘lnx=

6 16 24 32
=) ——+———+—+161 =
( x‘+x’ x‘+x+6nx)

2e*
= —-;‘—(—3+8x—-12x’+16x'+8x‘ln X).
y=sin2xlnx; y® =17
y® =uw® + (f] U@+ G) uo"+ (g) u"v+ [2) Oy +u®y.

u=sin2x; u’ =2cos2x; u"=—4sin2x;

u” =—8cos2x; u®=16sin2x; u® =32 cos2x.

1 2
=lnx; = — == ” o=
v nx v 2 v pr
24
s 2 e,
¥ x®

—
N
e
i
—
H
o
1l
w
—
N W
N’
]
p——
w
N
]
v-lu.
NS~
]
s
(=]

3

y® = (sin Zx)§+5 2 (cos 2x) (——i)+
, ' x5 x
: 2 1
+10(—4 sin 2x)-—+ 10 (—8 cos 2x) (—-—-)1‘-
i x?

1
+5-16 (sin 2x)-—+ 32 (cos 2x) In x =
%

24sin2x  60cos2x  80sin2x 3

x® xt Xt
80 cos 2x 80 sin 2x
+ + +32cos 2x-Inx =
22 x

24 S0 S0\ 60 80
———+—1Ssm 2x+(——+-+32 In x} cos 2x.
XS Xl’ X X‘ x2

It
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VI. A DIFFERENCIALSZAMITAS
ALKALMAZASAI

1. Sziveges szélsoérték-feladatok

Egy — legaldbb kétszer differencidlhatéo — y =f(x)-nek csak
olyan a helyen lehet lokdlis széls3értéke, ahol y”(a) =0. Annak

Y

a)

b)

0
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64. abra

eldbntésére, hogy van-e tényleg szélsGértéke, és az maximum
vagy minimum-e, kétféle feltételt ismertetiink.

1. Ha y"(a)=0 és y”(a)>0, akkor minimum (64. 4bra),
ha y’'(@)=0 és y”"(a)<O0, akkor maximum van (65. dbra).

YA
aj
|
{ J
q N =X
YA
: »
|
g\ X
| y
)
i
|
a| X
| 65. abra

Ha y”(a)=0, akkor még nem tudjuk eldonteni, hogy van-e
egydltaldn szélsGérték és az milyen. A 66. dbrdn ldthatd esetben
pl. a fiiggvénynek az a helyen nincs szélsGértéke annak ellenére,
hogy elsé derivdltja nulla (itt mdsodik derivdltja is nulla).
Ha viszont y' (@) =y"(@)=... =y "V (a)=0, de y™(a) #0, va-
gyis az a helyen y™ az els6 el nem t{iné derivalt, akkor pdros
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n és y™(a) >0 csetén minimum, y™(a) <0 esetén maximum van;
ha viszont n pdratlan, akkor az a helyen nincs szélsGérték.

2. Ha y’(a)=0 és y’(x) az a helyen elGjelet vilt, akkor
szélsGérték van, mégpedig ha egy megfeleldé — a-ndl kisebb
— ¢ pontban y'(¢) >0 és egy megfelel6 — a-ndl nagyobb —
d pontban y’(d) <0, akkor a fiiggvénynek az a helyen maxi-

Y a)
y
|
5
L | o
e
7 .
|
t
|
|
|
=t X
|
YA c)
| y
|
|
7 X
|
66. abra
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muma van; ellenkezd esetben, vagyis ha y’(c) <0 és y’(d) =0,
akkor minimuma.

Megfeleld az olyan pont, amelyrdl biztosan tudjuk, hogy
kzte és az a hely k6zott y* nem vdltoztatja eldjelét.

Adott esetben a két feltétel koziil azt alkalmazzuk, amelyik
egyszeriibbnek ldtszik.

Most olyan feladatokat oldunk meg, amelyekben el6szér a
mennyiségek kozotti kapcsolatot matematikailag meg kell
fogalmazni, vagyis a fiiggvényt fel kell irni; ezutdn keriilhet
sor az igy kapott fiiggvény széls6értékének meghatdrozdsdra.
A feladatokat részletesen oldjuk meg, hogy az Olvaso konnyen
dttekinthesse az egyes megolddsok modszerét és 1épéseit.

Gyakorl6 feladatok

1. [Egy feliil nyitott, négyzet alapi doboz készitéséhez 2 m* teriletii
lemezt hasznalhatunk fel, Hogyan vélasszuk meg a doboz méreteit, hogy
térfogata a legnagyobb legyen, és mekkora ez a legnagyobb térfogat?

Adott a doboz F feliilete, mely csak 2 m? lehet; valtoztathatjuk az alap-
¢lt és a magassagot.

Ha az alapélt x-szel, és a magassagot y-nal jeloljiik, akkor a térfogat

V=Xxy.
Az x és y kozott azonban még egy osszefiiggés all fenn, mely a feliiletre
vonatkoz6 kikotésbol adodik:
x}+4xy = 2.

Tehat két egyenletiink van két ismeretlennel. Ha azonban az utobb
egyenletbdl y-t kifejezziik és a térfogat képletébe helyettesitjiik, akkor a tér-
fogat méar csak egy mennyiségtdl, az alapél x hosszusigatol fiigg:

2 X 2-x2 1 1

_.—_’ =x’———--—=—'—— ‘—‘f.
i P w r

A térfogatnak azon x értékre lehet széls6értéke, amelyre els6 derivaltja
nulla. Differencialjuk a V-t x szerint:

dv 1 3
Ml
dx < 2%ng

Az els6 derivaltat nullaval tessziik egyenlové, és kifejezzitk x-et.
1 3 sie dbibve & 4 + 2
S-c*=0 =y 68wl
Yoy x X 3 s X 3
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vagyis

]/2 ]/2
Xy = ‘5‘; Xg = — ?.

Mivel egy test alapéle pozitiv, ezért csak az x, gyokot vizsgaljuk.
A sz€Is6értékre a masodik derivaltbdl kovetkeztethetiink :

L

dx? 4

]
ennek helyettesitési értéke az x, = i hélyen: (ﬂ) = L 3<o,
3 dx® )x, 4¥% 3

tehat a fiiggvénynek maximuma van.

7
V|/—=?
@ T, o I, i T A o
CT DT R e T R e T [T TR e e
1+/7
=-—|/—~o.272m=.
3) 3

Az adott lemezbdl készithetd négyzet alapi doboz legnagyobb térfogata
tehdt 0,272 m®.

2. Egy feliil nyitott, henger alaka, 1/21 térfogati mérdedényt akarunk
késziteni. Hogyan vélasszuk az edény alapsugardt és magassdgit, hogy
minél kevesebb lemezt haszniljunk fel, és mennyi lesz ez a felhasznalt
lemezmennyiség?

A térfogat adott, az alapkdr sugara és a magassidg valtoztathatd. Az
alapkor sugarat r-rel, a magassigot m-mel jeldlve, a ¥V térfogatra felirhatjuk:

V=rtrm=0,5.
A felhasznalt anyag teriilete, vagyis a méréedény felszine:
F=r*n+2ram.

Mivel a felszint megadd képlet m-re nézve els6foki, ezért m-et fejezziik
ki a térfogat képletébdl és helyettesitjilk a felszin képletébe, igy a felszin
mir csak egy mennyiségtol — az alapkor sugardtdl — fiigg.

0,5 2rn-0,5 1
s F=r*a+ ————=r*n+—.
rs r

m=
rnz
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A felszint megad6 fiiggvény tehat minden pozitiv r-re differencidlhato,
ezért csak ott lehet széls6értéke, ahol a sugar szerinti ditferencidlhanyadosa
érus:

dF 1
—— =2rn——=0;
dr r:
ebbdl —— ri-tel végigszorozva, majd az egyenletet rendezve —

3

1 i
{=-—; vagyis n= I/ — = 0,543.
o 2n . 3 2n

A széls6érték 1étezését és fajtdjat a masodik derivalt eljele alapjan
dontjuk el:

e e

tehdt a fiiggvénynek az r, helyen minimuma van.
A felhaszndlandd lemezmennyiség:

d*F 2 d*F
( ) =2n+4n>0,
ry b

F-’+l— (l ’n+ -
A e 27 3 i
]/ 1
2
1
~ 0,543z + ~0,93+1,84 = 2,77 dm®.
0,543

>

A 0,51 térfogat, adott alaki edény tehdt 2,77 dm? teriiletli lemezbol
készithetd el a leggazdasagosabban.

3. FEgy tiizfal mellett 600 m*-es, téglalap alak teriiletet akarunk elkeri-
teni. Csak harom oldalon kell keritést késziteniink, mert a negyedik oldal
a tlizfal. Hogyan vilasszuk meg a téglalap hosszisagat és szélességét, hogy
a kerités hossza a legkisebb legyen és mekkora ez a minimalis hossz?

Jeloljitk a téglalap két kiilonbozo oldalat a-val és b-vel; utobbi legyen
a tiizfal mellett. A kerités hossza:

! = 2a+b.

Az a és b értékeket ugy kell megvaiasztanunk, hogy a kettd szorzata,
vagyis a bekeritett teriillet 600 m* legyen:

T=ab=600.
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Ebbol,,b” értékét kifejezziik, és a keriilet képletébe helyettesitjiik, ekkor
a keriilet mar csak az a értéktol figg:

= ;‘0—0; l=2a+-—.
a a
Ez a fliggvény minden pozitiv a-ra differencialhaté. a negativ vagy O értéke
pedig a feladat jellegébol nem keriilhet megoldasként szoba.
Az [ hossznak, mint a fiiggvényének, ott lehet széisdértéke, ahol az ,,a”
szerint vett elsd derivaltja zérus:

dl

—_—=2—-—=0.

da a?
Ebbol a-t kifejezziik:
ati=1300% “a, = ¥300.

Az egyenlet negativ megolddsa a feladat jellegébol kovetkezden nem
érdekel benniinket, hiszen negativ oldalu téglalap nem létezik.

A széls6ériék tényleges létezését és fajtajat a masodik derivalt alapjan
dontjiik el:

d*l 1200 dxl 1200 o
— i — — = -> 0,
da® at ’ \dat)q ¥300°

tehat a keriiletnek az a, helyen minimuma van.
A minimalis kertilet kiszamitdsa:

600 i 55 600!
I, = 2a,+— = 2Y300+ 2¥300 +2¥300 =

(1 ¥ 300 ™
=4¥300 ~ 69,6 m.

Az adott nagysagu teriilet elkeritéséhez sziikséges minimdlis keritéshossz
69,6 m.

4. A lencsetorvény osszefiiggési allapit meg a lencse fokusztdvolsiga,
1 2 LA | i
a targytavolsag €s a képtavolsag kozott: — = —’—+—k— Adott f fokusz-

tavolsag esetén milyen tdrgy- és képtavolsigra legkisebb a két t_évolsé'g
Osszege, és mekkora ez a minimdlis tavolsag? Ha a két tdvolsdg Osszegét
y-nal jeloljiik, akkor

y=t+k.
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A lencsetdrvénybdl kifejezzitk k értékét és y kifejezésébe helyettesitjiik :

1 1 1
7 :T+7(— - tkf;
tk = fk+1tf;
i
. t——f’
if
y r:l+7§-.

Mivel f (a lencse fokusztivolsiga) dllando, igy y értéke csak ¢ értékétol
fugg. Differencidljuk y-t mint ¢ fiiggvényét:

W FE .
dt (-1e -1
Iz 1/ kivételével mindeniitt differencidlhato.
A fUggvénynek ¢ azon értékére lehct szélsoértéke, amelyre az els6 derivalt
nulla:
AR
e—f)
EbbSI (1—f)*=f%;
1*=-2tf+f2=0% t(t—-2f)=0.

Az egyenlet megolddsai: 4,=0 és £,=2f. A felirt fliggvénynek tehat ezen
1 értékek mellett lehet szélsdértéke. A sz€lstérték létezésére és fajtijara a
misodik derivalt el6jelébdl kovetkeztetiink:

d'y _-20-f)_2f
dr® =Nt =

f,+0-ra a lencsetérvény nem értelmezett (a targyat nem lehet a len-
esében elhelyezni).

1, 2 f behelyettesitésével

( dy ) 22 w2
C—— TN em—— I — 0’

a? )iy S ifi

tehdt y-nak minimuma van.
Ertéke ezen helyen

tf 2/t
L
aaf T ARG

A kép és targy tavolsiga ekkor a fékusztévolsig négyszerese.

Na=1hL+
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5, A ferde hajitas tdvolsdgdt megadd képlet:
v} sin 2«
§=—

g

ahol ve az elhajitott test kezdbsebessége, « a kezdésebesség irdnydnak a viz-
szintessel bezart szoge (=0, #=90°), g a nehézségi gyorsulds. Milyen o
érték mellett legnagyobb a hajitds tdvolsiga? Mekkora ez a maximélis
tavolsdg? (vo 4lland6, g éllando).

A hajitas tavolsdga teht adott vo és g esetén az a szdg fliggvénye. Ott
lehet szélsértéke, ahol a szerinti elsd derivéitja zérus:

kml 1
do.

Mivel g pozitiv, tehat nullétél kiilonbdzd ve kezddsebesség esetén (ha vo=0,
akkor a kérdésfeltevésnek nincs értelme) cos2e=0, vagyis

vo®
= —-2cos2¢ = 0.
4

20 = %+k7t, ahol k=0, +1, £2, ...; ebbdl

T n
ittt et
maa

3 n
A megolddsnak értelme csak a% és a:n szogekre van, igy a; = vl

A szélsbérték tényleges létezésére és fajtdjara a mdsodik derivalt eld-
jelébdl kovetkeztetiink :

dis o8 - 403 |

= —+(—2sin 2a) = — — sin 2a;
do?® g ¢t
d*s 40} n 4v}
e = — — §in — = —— 1 0,
(da’ )ax e g o

és
d?s 4 3n 4v3
=——8§in— =——(—1)=0.

(da’)aa g o g il

Az a, behelyettesitésekor tehdt a mésodik derivalt negativ, és igy a
fiiggvénynek itt maximuma van. Az a, behelyettesitésekor a masodik
derivalt pozitiv, és igy a fiiggvénynek itt minimuma van. A két széls6-
érték fizikai értelmozése a kovetkezd: Ha egy testet egy vizszintes alap-
egyenessel 45°-0s szoget bezard iranyban elhajitunk, akkor az egyenes
irdnyitasaval egyirdnyban ér el a test maximdlis tdvolsigra. Ha a bezart
szdg 135°, akkor a test a negativ irinyban tesz meg maximilis tdvolsa-
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gt I kettd nagysdga természetesen egyenld, hiszen a hajitds tdvolsdga

sern Tugghet az alapegyenes irdnyitdsanak megvalasztisatol.
Az 5,... értékének meghatdrozasa:
v3sin 90° o2 v}
Yoax ——r ey St S
4 g g

Vegylk észre, hogy s minimélis abszoliit értéke zérus, és ez éppen a
vigsghlatunkbél kizart =0, ill. «=90° esetében lép fel.

6. Fgy csatorna keresztmetszete a 67. dbran lathaté alaku; a ke-

i &%

4 ' 67. 4bra

resztmetszet 2 m? }cq]l, hogy legyen. Hogyan valasszuk a csatorna r és
A méretét, hogy minimélis keriilet ad6djék? mekkora lesz ez a minimalis
kerlilet? A teriilet:

rn i
Te= T+2 I’ll= 2.

A keriilet:
K = 2r+2h+rn.

A kerlilet r és h értékétdl fiigg, a teriilet képlete segitségével azonban
;'u;l cxy‘nkckklkiiszébélheté. A teriilet képletébdl h-t kifejezziik és K-ba
wiyettesitjilk :

r‘r+d4rh=4; h= 4—r’1t;
4-r “
-z 2
K=2r+2 +m=2r+——--'-n+m=
iy i)
B 2 +m 4+1t)+ 2
= —_—t—=r —.
r Az 2 r
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Ez a fiiggvény minden pozitiv r-re differencié:lhz_lté. A 'quiiletxmek azon
r érték esetén lehet szélséértéke, amelyre r szerinti derivéltja nulla:

ebbdl

4 [ 4
ok =3—; = s p=kl —.
2 rk 4+n 4+m

A feladatnak nyilvan csak pozitiv r lehet a megolddsa:

~ 0,75 m.

5 Sang ST

Ya+n

A szélséérték tényleges eldforduldsara és fajtdjara a masodik derivalt
elbjelébdl kovetkeztetiink :

d*k 4 d*K ) 4
———, €8 ——| = —>0,
dr? r’ ( dart Jr 8
Va+n)?

tehat a fiiggvénynek az r; helyen minimuma van. A keriillet minimalis
értéke:

(ﬁ’—r) +—2-——=2V4+7i:e

2 2
4+=n

27,14 822,67 = 5,34 m.
7. Adott egy a és b oldalu téglalap. A 68. abrén lathaté modon olyan

K(r)=—=
. Ya+n

A
o
b
3 X q 2 X 68. dbra
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egyenldszaru hdromszoget szerkesztiink, amelynek alapja a téglalap egyik
a oldaldval egy cgyenesbe esik, szdrai pedig dtmennek a téglalap masik
két csucspontjin. Mekkordnak vélasszuk az egyenldszdri haromszog
magassigat, hogy teriilete a legkisebb legyen, és mekkora a legkisebb
teriilet?

Az egyenl6sziri hdromszég alapja a+2xX; magassiga b+z; teriilete

tehat
P (a+2x)(b+2)
= . :
ebben a képletben két valtoz6 mennyiség fordul eld, ezek egyike azonban
kikiiszobolhetd, az ACB és CED haromszogek hasonlosiginak felhasz-
nalasaval. Ui. fenndli:

a

Ze =g
2
amibdl
ab
zZ=—.,
2x
Ezt a teriilet fenti formuldjaba behelyettesitve:
(a+2 )(b+ab)
a X, =
il 2x (a A b+ab >
i 2 LT ¢ T
Bl LG P B W
RRENE™ il o e

Mivel a és b a téglalap oldalai adott 4llanddk, az egyenlSszdri harom-
szog teriilete csak az x-szel jelolt szakasz hosszusagatol fiigg.

A teriiletnek ott lehet szélsdértéke, ahol x szerinti differencidlhdnyadosa
zérus:

aT a*b atb
—=b-e=0; b=—:7) 4x°=a?,
dx 4x AN P
vagyis
a? a
=—, xX=—.
4 2

A negativ gyokot azért nem vettiik figyelembey mert az x szakasz csak
pozitiv lehet.
A szélsdérték fajtdja a mdsodik derivélt eldjelébdl 4llapithaté meg:

a:T a’b( 2x) a*b
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a
vagyis az egyenlészari hiromszog teriiletének minimuma van. Ha x=7 J
ab
akkor z=?—=b, és a magassig m = b+z = 2b.
X
A minimé4lis teriilet:

a*b ab ab
= —+—=2ab.
ab+2+2 a

T‘mln N ab+b%+

2

A haromsz6g minimalis teriilete tehdt az adott téglalap teriiletének
kétszerese. ¥

8. Adott egy a oldali négyzet, amelynek mind a négy sarkabdl ki-
vagunk egy-egy x oldali négyzetet. Hogyan vélasszuk meg x értékét,
hogy a megmaradt lemezb&l az oldalak felhajlitisival kaphaté — feliil
nyitott, a—2x oldala négyzet alapi — edény térfogata maximélis legyen
(69. abra)?

T [
| !
1% X\
| |
— [T
X X
X
T, G spese, (]
| |
1X X|
|
a-2x
a 69. abra
Az edény térfogata:

V= (a—2x)x = a*x—dax*+4x%.

A térfogat x harmadfoku fiiggvénye. Ott lehet szélsoértéke, ahol elsd
derivéltja nulla:

%=a’—8ax+12x’=0;
8a+ V6448 8atda
24 o

X138 =

EYE)

a
xx=?- X =
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A s2£IsBérték fajtdjét a mésodik derivélt elGjele donti el:
arvy
dx*

= 24x—8a;

(‘”V 2.2 _8a=4a>0
—_— =24e——=8G=4a> 0.
ey 2 d

(“"V] 24 L Qi <4 <0
— o= @ — = - < V.
oy 6

Vagyis'a‘ térfogatnak az x, helyen minimuma, az x, helyen maximuma
van. A minim4lis térfogat nulla, mert ekkor a lemezt félbevagjuk. A maxi-
malis térfogat:

a¥ a 4a a 24
Vix) = fa=io] sii Spgeegiae o
xo (" 3) PP AT
9. Hatdrozzuk meg az R sugari gémbben elhelyezhetd legnagyobb
térfogat henger sugardt és magassigit (metszetét 1. a 70. 4bran)!

70. ébra

A henger térfogata: V=r*zm=2r*nx, ahol r az alapkdr sugara, és
x a magassig fele. Mindkét mennyiség véiltozhat, de egymést6l nem fiig-
getlenek, fgy az egyik kikiiszobolhetd. Pythagoras tétele alapjdn ui.:
R = r'+x‘;: ebbdl r-et kifejezve: r =) R?—x?; ezt a térfogat képletbe

V=2(R*—x)nx = 2R® nx—2nx°.
A térfogat tehit a magassig felének (és igy a magassdgnak is) harmad-

foki fiiggvénye.
Keressiik a szélsdértéket:

O - 2 Gt 0;
" e s b Dl sl

12°
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ebbdl

R R
==

’ és X = —3
3 Y3
a megoldds nem lehet negativ eldjeldi, mert x hosszisigot jelent.
A sz€lsdérték fajtdja a masodik derivalt el6jelébdl hatarozhaté meg:
R R
=—127x, é V”’ [——] =—-12r—<0,
V3 Y3
ezért a fiiggvénynek az x=£§- helyen maximuma van.
Az R sugari gombben elférd legnagyobb térfogati henger térfogata:

arv

R R R®
Vo=V |—|=2Rnr—-2n——=
V3 Y3 3Y3
_ 6Rz-2R'z _ 4Rz 1
3y3 3 V3

Tehit a gémbbe helyezhetd henger térfogata maximalisan a gémb
térfogatdnak V3-ad része lehet.

10. Hatdrozzuk meg az R sugari gémbben elférd legnagyobb paldstu
henger sugardt és felszinét (70. 4bra)!
A henger palistja:

P = 2rn-2x = 4rax.

Az r és x kozotti kapcsolat az dbrdn lathaté derékszogli hdromszogre

felirhat6 Pythagoras-tétel alapjdn: R® = r*+4x?®, amibdl r = Y R*—x?,
ezt a paldst képletébe helyettesitve:

3
P =4nxYR*—x* = dnx(R*—x%)2.

A palést igy mir csak egy mennyiség (a fél magassag) fliggvénye. Dif-
ferencidljuk ezt a fiiggvényt:

B i@ e @y T(-20] =
dx 2

=4n [VR'_—F-—Y_FL__—;—].
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A fiiggvénynek ott lehet sz€Isdértéke, ahol elsd derivaltja nulla:

2 X
an |V R—= = WL :
YRE—x* 4n
R
R*—x*-x2=0, ebbdl =
V2

a gyOkvonaskor csak a pozitiv elGjelet vettiik figyelembe, mert x csak
pozitiv lehet.
Tekintsiik a mésodik derivaltat:

d*P
et

1 i
—-— e Fa 2 -—
=4n [ 3 (RP—x% 2 (-2x) - pr

1
VR —x*- Zx—x’-—;- (Rﬂ—x=)’?(—2x)}

=47r[— 53 % 2x o x5 ]_
YR—x VR-—= (R-2)']
s —4n[ 3 it 557 ]<0
V'R—x2 (R==)

minden szbba jovd 0<x< R értékre, tehit x=—8— értékre is, vagyis erre

Y2
az értékre a paldst teriilete maximalis.
A maximélis palasti henger sugara r = R"—-—?zy—R_, és paléstja
2
R R R
Po=P|—=|=4—a—=2pn
> [ﬁ J TN

A hengerpaldst maximalis teriilete tehdt a gomb felszinének a fele.

11. Hatdrozzuk meg az R sugari gémbbe frhaté legnagyobb térfogati
kup sugardt, magassigit és térfogatit (metszetét 1. a 71. 4brén)!
Az 4bra jeloléseivel a kup térfogata:

i r*z(R+x)
.

vV

181



Ny

r

\_/ 71. 4bra

Itt az r és x mennyiségek véltozhatnak, azonban az r* = R*—x? kap-
csolat all fenn kozottiik, igy egyikiik kikiiszobolhetd, ezt az Osszefiiggést a
kap térfogatanak képletébe helyettesitve:

X

W (RR—x)n(R+x) il n(R+x)*(R—x)

3 i 3
A térfogatot megadd fiiggvényt x szerint differencidlva:
dvi. m
—d—--——[2(R+x)(R —-x)+(R+x)2(-1)]=
Ix

£ -’3'- (R+%) @R—2x—x—R) =% (R+2) (R—3%).
Mivel R és x pozitiv eldjeliiek, igy az els6 derivalt csak akkor nulla, ha
R
R—-3x=0, azaz x=—3—.
A masodik derivélt:

a*v

7 T
7;=—3-[R—‘3x+(R+x)(—3)]=—3—('—21(‘617) =

n
= ——-(2R+6x) <0,

R
mivel R és x pozitiv, tehit a térfogat az x——-— helyen maximalis.

]/ l/s
A kip sugara: AT
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4

L R
A kip magasséga: m=x+R=?+R=?

. A maximilis térfogat:

8R* 4
N

— xR
V.,.,=V(—I£)= 9 3 4R‘1t 8 [
3 3 3 27

Tehédt a kip maximilis térfogata a z6mb térfogatinak i -ede.

12. Adott teriiletli és alapii hiromszognek mik
(72. 4bra)? gnek mikor legklscbb a keriilete

¢ 72. 4bra

Ha a hé.romsziig2 ;dapjét c-vel, teriiletét 7T-vel, magassdgit m-mel je-
16ljiik, akkor m————, tehdt m is adottnak tekintendd. A hdromsziget

a magassig két derékszogﬁ hdromszogre bontja; az 4bran lathaté jels-

}(&se‘llclkel a hdromsz6g oldalai: a = Vm*+x2; b= Vm*+(c—x); c. A
eriilet:

1 1
k=Vm*+x*+ Vm*+(c—x)* + ¢ = (m*+x%)* + [m*+(c—x)*]* +c.
Differenciélva:

f—i(ml_,_xa '%2,‘ 1 3 s'%
ot ) T2xt—[mh e =9 T 26— (-1 =

W Foreih L S
Vym*+x  Ym*+(c—x)? ;
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Szélsdérték ott lehet, ahol az elsd derivalt nulla, tehdt
x v c—x j
Ymitxe  VmiG—xr
mindkét oldalt négyzetre emelve, majd a nevezbkkel keresztbe szorozva,
x2[m?*+(c —x)*] = (c —x)* (m* +x*).

Rénézésre lathatjuk, hogy mindkét oldalon eléfordul az x*(c—x)? tag,
tehét ezek kiesnek.

Marad
Xm=(c—x)*m; xX*mP=cm*—-2cm*x+m*xt; 2cmix=c‘m?;
omo.c
x= =,
2cm* 2

Irraciondlis egyenlétet oldottunk meg négyzetre emeléssel;
ilyenkor hamis gyokot is kaphatunk. —% azonban megolddsa

(gyoke) az eredeti egyenletnek, err8l behelyettesitéssel gy6z8dhet
meg az Olvaso.

A szélsBértéket szolgdltaté hdromszog tehdt egyenlészdrd,
mert a magassdga az alapot felezi.

Annak eldontését, hogy a Kkeriilet valoban minimdlis, az
Olvaséra bizzuk.

13. Rajzoljunk egy 2a nyildsszogli korcikkbe egyenl@szara hdrom-
szoget, a 73. dbrdn lathat6 helyzetben. Mekkordnak vélasszuk a hirom-

g
i 73. 4bra

sz0g alapjat, hogy teriilete maximalis legyen? Hatirozzuk meg a maximdlis
teriiletét!
A hiromszég alapja és a szOg csicsa kozotti szakaszt x-szel jelolve, a

teriilet: 244 )
R~ x)
T= g

=a(R-x),
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ahql ,,a”. a hdromszog alapjanak fele. Az a és az x viltozo mennyiségek
egyike kifejezhetd a mdsikkal; ui.

a=xtga, igy a teriillet T= x(R—x) tga.
A teriilet tehdt most médr csak az x-szel jelolt tivolsig fiiggvénye. Dif-
ferencidljuk a kapott fliggvényt x szerint:
dr

7;= [R—x+x(—D]tga=(R—-2x)tg a.

Sz€ls6érték ott lehet, ahol az elsd derivalt nulla, ez pedig az x=§ -re
teljesiil.

k 5 da:T
A mésodik derivalt: i =-—2tgae <0, mert « <90° igy a terilet-

R
nek az v — s helyen maximuma van.

Az alap tehdt 2a=R tg a, és a maximalis teriilet:

r(5)-2
N T A
14. Bontsuk fel az 4 pozitiv szimot két pozitiv szdm Gsszegére ugy,
hqu az egyik szdm négyzetének és a mdasik szdm kobének Osszege
minimdlis legyen!
Legyen az egyik szim x, a mdsik pedig 4—x; ekkor a vizsgiland6
Osszefiiggés
y=(A-xP+x*=A2-24x+x*+x3,
a fiiggvény tehat harmadfoki. Ezt differencidlva:
Y =—24+2x+3x2
Hatéarozzuk meg az elsé differencidthdanyados zérushelyeit!

3x¥+2x—-24=0;

ki -2+V4+244  -242Y1+64 —1+V1+64
¢t st = = s
6 6 3 :
—1+Y1+64 -1-Y1+64
Xy = 3 5 Xp= 3 <0, tehdt nem jon szi-
mitdsba.
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A méasodik derivalt és helyettesftési ériéke az x; helyen:
o
Y =2+6x; £
Y o) =2+2(-14V1+64)=2-2+2Y1+64>0.
A fiiggvénynek tehat az x; helyen minimuma van. Legyen 4=4; ekkor =
—1+y1+24 4 Wy 3 4o 8
== - =a——=—,
. 3 3 ; 33
1 a-x X
el s PPt 0, el ot - 74, sbra
ey 3 3 3 G 97 27 PO
i5. Valamely rpennyiséget (pl. egy test sulyit) m-szer megmérj_iik. Az 4bra jeloléseivel a y = ¢+ B maximumait keressiik.
Legyenek a mérési eredmények az x,, Xs, ..., X, szdmok. A mennyiség
valodi értéke legjobb becslésének azt az x szdmot tekintjilk, amelytdl a—x x
a mérési eltérések négyzetGsszege a legkisebb. Bevezetve az tga= T; tgf=—.
x—x)?+(x—x) +...+(x—x, )= 4 a-x x
s & i DB tgxttgf m ' m
jelolést, keressiik azt az x értéket, amelyre 4 minimalis. y=tgy=tg(@a+p)= Pl i
Szélséérték ott lehet, ahol 4-nak mint x fiiggvényének a deriviltja . l-tgatzgfB a-x x
zErus: N g = 'm
a
— =2(x—x)+2(x—x)+...+2(x—x,) =0. Ze
dx m am
Kiemelve és Osszevonva: " ax—x* m—ax+x®
m?
2[HX—(X1+X3+ et x)1=0,
o , gy a keresett szog tangense mar csak egy valtoz6 mennyiségtdl fiigg.
azaz nx = X;+X3+... + X, 18y Differencialjuk ezt a filiggvényt x szerint!
X Tl T... X,
i n - , wdtey | ~am(=atli)
i i ) dx (m*—ax+x*)?
vagyis a kapott x érték a mért értékek szamtani kdzepe.
2 - - p o P . .
s wvalt: ik .- itiv, tehat a figgvénynek A fliggvénynek ott lehet szélstértéke, ahol az elsé differencidlhanyadosa
A masodik derivalt FR 2n mindig pozitiv, tehat a fiiggvénynel nulla, vagyis ahol a tort szamlaldja nulla (és a nevezé nem nulla). Mivel
erre az x értékre minimuma van. 1 ; a €s m nem nulla, a szamlalé akkor zérus, ha
I_\ mer_myiség valodi értékének tehat a mért értékek szamtani kozepét
by ! —a+2x=0, amibdl x;= ; :
16. Adott egy hiromszdg a alapja és m magassaga (74. ébra).blglilyen 2
A 0 be lehetd legnagyobb szo :
]fzgc’ilgj'é?x ?haromszog, hogy az alappal szemben a lehet6 legnagyobb szog Ha m>#af2, akkor a nevezd ez esetben nem nulla.
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A masodik derivalt, és helyettesitési értéke az x;=a/2 helyen:
d*tg(@+p)
dx?
—am[2(m® — ax+x2? —(—a+2x)-2(m*—ax+x2%) (—a+2x)]
(m? —ax+x2)* ;

Y=

A kijelolt miiveleteket nem hajtjuk végre, mert a behelyette§ités sqrép
igy gyakran egyszeriibben kapjuk meg a keresett értéket. Valoban rané-

a - Ele . rore te - .
zésre lathato, hogy az X helyen a szamialo zardjelében a masodik

a 1 ’ . £ ’
tag 0sipy az oo —=— helyen vett helyettesitési érték:
2
. 02 G:
—2amfm* —-—+—
a

2
2 4) a
g —~)= R =0 sim=~
2 : a‘+a"’)‘ 2
el vl

tehat a figgvénynek az x=a/2 helyen maximuma van.
a a

2 Qs 2 @y T
Mivel igoy =——=— és tgfy=-—=—, igy a;=p,;, és a ha-
m 2m m 2m
romszog egyenidszart.

17. Egy villamos telep belsd eilenalldsa R,, a kiilsd R ellendllas v{il—
toztathato. R milyen értékére lesz a kiilsd ellendlldsra jut6 villamos telje-
sitmény a lehets legnagyobb (75. 4bra), ¢és mekkora ez a maximaélis tel-
jesitmeény?

R
i

A villamos teljesitmény: P=1I%R. : g o
Ha a telep forrasfesziiltsége E, akkor az aramkoérben folyo éaram:

E
1= A "
R.+R

Ry

75. abra

R
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és igy az R ellendlldsra jutd teljesitmény:

E )’ E*R
P= (__ e i
R,+R (R, +R)*

amely a telepre kapcsolt R ellenall4stdl fiigg.
Differencidljuk a teljesitményt megadé fiiggvényt az R ellenillds sze-

rint!
d—P=Ez (R,+R?—R-2(R,+R) _ g RetR-2R

dR (R, +R)* (R, +R)?
RS

(Ry+R?°

A teljesitménynek ott lehet szélsdértéke, ahol az elsd differencialhi-
nyadosa nulla, vagyis

R,—R =0, tehat R=R,.
A mésodik derivalt, és helyettesitési értéke az R=R, helyen:
2L 2 —~1(Ry+ RpP*— (R, — R)-3(Ry+ R)? 3

s

dr* Ry +R)* 4
P e T
Ry)® 2R,)®

tehdt a fliggvénynek az R=R, helyen maximuma van.
E*R, E? 1B
A e it R i
Tehat a terheld -ellendlldsra juté maximalis teljesitmény
1 EX
AR
18. Egy orszaguttol ,,a” tavolsigra van az A4 kozség és ,,b” tavolsigra
a B kozség; a kettd vetiiletének tdvolsiga az orszigiton d. Mindkét koz-
séghez az orszigut egyazon pontjabél kiindulé egyenes bekodtdutat kell
épiteni Ugy, hogy a két bekotdut egyiittes hossza a legkisebb legyen.
Hogyan vélasszuk meg ezt a pontot (76. 4bra)?

C-vel jeloljiik a feladat feltételének megfeleld pontot.
A teljes Gt az abra jeloléseivel: Z = s,+5,, ahol

si=Va+x2; s, =Vb*+(d-x).

2§ 1
Z=Ye+x2 + VB +(d—x) = (@+x)* + [B*+(d—x)"*.
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76. abra

Differencidljuk Z-t mint az x fiiggvényét:
dZ i i1

¢ 1 =
— =5 @+ 2 B -] T 2@ (- D)=

i % d—x
V@+=E VPi@—xp

A fiiggvénynek ott lehet sz€lsdértéke, ahol az elsd differencialhdnyados
nulla, vagyis 3

x d—x
Va+x* Vbr+(d—x)?
Az 4brabél lithatéd, hogy

3 =cosa és Ao A =cos B,
Va2 +x2 Vb +(@—xp
amibdl feladatunkban kovetkezik a szogek egyenlOsége is, vagyis
a=pf.

Ugyanugy kell tehdt eljairnunk, mintha az 4 pogtbél egy fenysugér
indglt votlg: el, és ez ver6dott volna vissza az orszégitrol, mint tiikkorrol
a ntba. }

19.po Egy test az I. félsikban (77. abra) adott c, seba_%ggel tud haladni,
a II. félsikban pedig adott c, sebességgel (c;>c,). Mllyen_kﬁpcsolatnak
kell fennillni az 4bra szerinti kiinduldsi « és B szogek kozott, hogy a
test a legrovidebb idd alatt jusson el az I. tartoméanybeli A pontbdl a II.
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B (Tlsdbra

tartomdnybeli B pontba? Jelolje az 4 pont tivolsigit a két siktartomdny
hatérolé egyenesétdl a, és a B pontét b; a két pont vetiiletét d.

Az egyes lUtszakaszok — az 4bra szerinti x szakasz bevezetésével —
a kovetkezok:

si=Va*+(d—x)* é s,=Vb+x2.
A menetidd:

V& +@d—xp ML,
< Cy

T= ’1+t‘ =

A menetidd, melynek minimumét keressiik, x értékétdl fiigg. Ezt a
fliggvényt differencidlva,

4T iR

2L
s cl-—z-[a'+(d—X)’] 2@-x)(-D+

—(d-x) & X
V@ +@=—x¢ VBB

A fuggvénynek ott lehet szélsdértéke, ahol els6 differencidlhanyadosa
nulla, vagyis ahol

D AN | e
b e €, of 1) IR &
Cav 2

x 0 d—x
alV®+8  oV@+d—xF
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Nem fejezziik ki x értékét, mivel ez meglehetdsen bonyolult lenne,
hanem az egyenletet « és B szogfiiggvényei segitségéve! irjuk fel. Az dbra

- alapjén
: x . d—x
sin = Csiusing=-— = ———
Va2 + b2 Va*+(d—x)*

ezt behelyettesitve elobbi kifejezésiinkbe,

sinf sine

’

Cs c
vagy atrendezve

sine ¢

sinf ¢,

A szdgek szinuszai és a sebességek kozotti kapcsolat meg-
egyezik a fénytorés ismert torvényével, ha ¢; a fény terjedési
sebessége a I. kozegben, és ¢, a II. kézegben. Ez is aldtdmasztja
azt a tapasztalatot, hogy a fény két pont kozott mindig olyan
uton halad, amelyre ,,menetideje” a legrévidebb. Azonos ko-
zegen beliil ez egyuttal a ,,legrovidebb” — tehat egyenes — ft.

Annak megallapitdsat, hogy az igy kapott sz€lsdériék valéban mini-
mum, az Olvasora bizzuk.

2. L’Hospital-szabaly alkalmazasa

A L’Hospital-szabdly lehet6vé teszi, hogy bizonyos esetek-
ben kiszdmitsuk olyan tortfiiggvények hatdrértékét valamely
x=a helyen (az ,,a” hely lehet véges vagy végtelen), melyek

helyettesitési értéke itt %, ill. z hatdrozatlan alaku.

Ha ui. li_x’n f(x)=0 és 11'_{3 g2(x)=0 [vagy Ii_x:% flx)== és
li_% g(x) & o:j és az f(x) ég g(x) fiiggvények a; ,.a” hely kor-
nyezetében differencidlhaték, tovdbbd g’(a)#0, akkor

)
P e
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Vagyis a két fiiggvény hdnyadosdnak hatdrértéke — az elbbi
feltételek esetén — a derivdlt fiiggvények hdnyadosinak hatdr-
értékével egyenld. Amennyiben lim f”(x)=0 és lim g’(x)=0

(ill. mindkét hatdrérték o) és a mdsodik deriviltak az ,.a”
hely kornyezetében léteznek, akkor a szabdlyt ismételten alkal-
mazhatjuk.

Megjegyzés: Az f(x) és g(x) figgvényeknek nem kell az
x =a helyen értelmezve lenni6k, mert csak a hatirérték 1étezé-
sét haszndltuk fel.

Az el6bb tdrgyalt két esetre vezethetd vissza még a kovet-
kezd ot eset is: 0-o0, 0o — oo, (°, =% 1=. Ha ugyanis példdul
az els6 esetben li_lg f(x)=0 és lim g(x) = + o, akkor — fel-

i 1
haszndlva, hogy lim —— =0 —
ML e 2 (D)

lim /() -g(x) = lim L% (1") A0

pa
g(x)
alaku, tehdt alkalmazhaté rd a L’Hospital-szabdly; azaz
i FO- o £

g(x) g(x)

Hasoniéképpen a mdsodik esetben, amikor lim f(x)=eo,
és 11_13 g(x)=oo, }‘1_9: [f(x)—g(x)] = > — o lenne, de a kii-

1onbséget dtalakitjuk tgy, hogy szorozzuk és osztjuk f(x)+
+ g(x)-szel.

tim L) — g0 () +2(x)]
x-a Fx)+g(x) :

A nevezd hatdrértéke végtelen, a szimldloé pedig vagy véges,
vagy végtelen. Ha a szdmldl6 hatdrértéke véges, akkor a tort
hatdrértéke nulla, ha pedig végtelen, akkor alkalmazhaté rd
a L’Hospital-szabdly.

13 Differenciflszamitis
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A harmadik esetben: legyen lim f(x)=0; lim g(x)=0, az
adott fiiggvény pedig y= f(x)'"sﬂalakﬁ. w
Mindkét oldal e alaph logaritmusdt véve,
In y=g(x) In f(x);
ennek hatdrértéke
liminy = lim[g(x) Inf(x)] = 0- (<)

alakd, és igy az elGbbiek értelmében az elsé esetben haszndlt
atalakitds utdn alkalmazhaté a L’Hospital-szabdly. Mivel a
kapott hatdrérték Iny hatdrértéke, ezért ebbdl pl. vissza-
kereséssel lehet meghatdrozni y hatdrértékét.

A negyedik esetben legyen ll_tg S(x)=oo; 11_13 g(x)=0, az

adott fiiggvény pedig
=1y

alaku.
Mivel lim y=lim f(x)?® = alaki, ezért elobb mindkét

oldal e alapi logaritmusdt vessziik:
In y=g(x) In f(x).
fgy Iny hatdrértéke

limIny = lim[g()In /()] = 0+ =

alaky, ezzel a feladatot visszavezettiik az elsd esetre, tehdt a
L’Hospital-szabdly alkalmazhatd.

Ha Iny hatdrértékét megkaptuk, ebbdl mdr meg tudjuk
hatdrozni y hatdrértékét is.

Legyen végiil i‘ﬂ Ax)=1;és };1-13 g(x) =, az adott fiigg-

vény pedig y=f(x))® alaki.
A hatdrérték ekkor

limy = imf(x)*® = 1=
alaki.
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Mind a két oldal e alapi logaritmusdt vessziik:

In y=g(x) In f(x);
ekkor

limlny = lim[g(x) Inf(x)] = =-0

alakd, igy az elsG esetre vezettiik vissza In y hatdrértékének
kiszdmitdsdt; ebb6l y hatdrértéke meghatdrozhatd.

Gyakorl6 feladatok

2
In —2—=1n 1=0; 2—2 = 0, tehat a tort helyettesitési értékére az x=2

0
helyen r adédik.
Alkalmazzuk a L’Hospital-szabdlyt:

e (,,,1)’ zA
y 2 . 2 xR e G |
lim = lim = lim e o et e U

x-2 x—2 x-2 (x—2)’ —x-oﬂ 1 x-»3 X 2

1
Megjegyzés: Mivel az = fiiggvény az x=2 helyen folytonos, tehat a

bal- és jobboldali hatirérték megegyezik, vagyis jogosan beszélhetiink
hatarértékrdl.

In x®
2. lim s =7 El6sz6r a jobboldali hatdrértéket szamitjuk ki:
x-1 X—
lim Inx*=0; 1-1=0,

x—+1+0
0
teh4t a tort helyettesitési értéke az x=1 helyen y hatdrozatlan alakua.
A L’Hospital-szabélyt alkalmazva:

Inx? X
—— = lim = lim —=2.
x-1+0 X—1 xs140 1 x-140 X

13¢
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Mivel a —2— fiiggvény az x=1 helyen folytonos, ezért a két kiilonbszo
x
oldali hatirérték megegyezik, tehit

e
lim =2
x=-»1 X— 1
. Sinix s % e 0
3. lim =7 Mivel sin0 =0, tehit a tért az x =0 helyen —
x>0 X 0

alakG. Mivel itt két paratlan fiiggvény hidnyadosardl van szd, mely péros,
az x=0 helyen szamitott bal- és jobboldali hatarértékeknek — ha létez-
nek — meg kell egyezniok.

sinx . cosx
lim

lim = =cos0=1.
x-0 X x—0
. arctgx % o . 2
4. lim ————=1? Az arc tg 0 = 0 Osszefiiggés miatt a tort az x=0
x—0 X,

0
helyen ¥ alaki. Az el5zd feladathoz hasonl6an a bal- és jobboldali hatar-
értékek — ha léteznek — egyezbek.

1
arct 1422 X 1
1 B lim 2 im ——
x-0 x x»0 1 x-oo I+x'
. 2x-—sinx 5 : i 0
5. lim ——— =7 2-0—sin0 = 0 miatt a tort az x =0 helyen —
x-0 x‘ 0

alaki. A szamlilé pératlan filiggvény, a nevezd péros fiiggvény, ezért
eldszor a jobboldali hatarértéket szamitjuk ki, azutdn a baloldali hatar-
értéket.
Zx—sinx_ ? 2—cosx i

x—++0 2y = x—=++0 2x 9 =

mert lim (2—cos x) = 2—1 = 1, és a nevezd a pozitiv szimokon keresz-
x—»>+0
tiil tart nullihoz.
Vizsgiljuk meg az elobbi kifejezés baloldali hatarértékét!

2x—sin x . 2—cosx
lim e = —oo

x—+-0 S x> -0 2x x

mert a szimlilé hatarértéke most is 1, de a nevezd a negativ szimokon
keresztiil tart a nulldhoz; tehat a bal- és a jobboldali hatarérték nem
egyezik meg.
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5*—7% -
6. lin:, = =17 A tort helyettesitési értéke az x=0 helyen 1—0—1— = —(—)—

x-+ 0

alakd. Eldszor a jobboldali hatérértéket szdmitjuk ki.
5-7 2 5mIm5-7*In7
— hm e e s
x—++0 X x—=+0 1
= lim *In5-7"In7)=5n5-7"In7=Ih5-In7= ln-——
x->+0

A baloldali hatarérték szintén ugyanannyi, mert az 5%, ill. 7° fliggvé-
nyek a nulla helyen folytonosak. Tehit

O T 5
lim =In—
x—0 P4 T
j 7x_5x 5 7#_5.2 -
7. HE =? lim ——— =7 A helyettesitési érték az x=0
x40 x’ x—=+-0 x’

i-1 0
helyen mindkét esetben Ty = B alaku.

el sEl T o e kR S
lim = lim — =400,
x40 X3 x—=++0 2x

mert hm (7"ln7 5InS5)=In7-InS5= 1n——>0 és 2x a pozitiv szdmo-
kon keresztul tart nulldhoz.
7"—5"_ , 7*"In7-5"In5 .

x—=—0 X x— -0 2x

mert a szimlalé hatirértéke az elobbi, de a nevezd a negativ szimokon
keresztiil tart nulldhoz.

93> _ 3ex 93x __ 3éx
8 lim e i gl g =7 A tort helyettesitési értéke
x-+0 x5 x—= -0
az x— O Nehuds | R
X = ClYCR ——— = = &
el

i 2% atx ( 2%.3In2-3*.4In3
lim = lim ¢
x-=++0 X x> +0 2x

A szamlalé jobboldali hatdrértéke:

8
lim 2**-3In2-3*-4In3)=In—<0,
x40 81

tehat véges negativ szdm.
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A nevezd jobboldali hatdrértéke: 0; mivel x a pozitiv szimokon ke-
resztiil tart a nulldhoz, igy a tort jobboldali hatarértéke: — .
A baloldali hatarérték kiszdmitdsakor azt kapjuk, hogy a szimlalo

8
hatérértéke In §I<0, de a nevezd a negativ szamokon 4t tart a nulldhoz,
tehit a tort baloldali hatdrértéke: + .
tg 7x

9. Ilim
x-0 X

és elemi tton is.

=7 A feladatot megoldjuk a L’Hospital-szabéllyal is,

Ezzel hivjuk fel az Olvaso figyelmét arra, hogy az ilyen
tipust hatdrértékek nemcsak a L’Hospital-szabdllyal oldhaték
meg.

1. Megoldis:
0
Az x=0 helyen a helyettesitési érték T alakua.
7
tg7x . costx
lim = lim = lim =
x—++0 X x—+0 i x-»+0 COS% Tx

mivel a nevezd hatdrériéke 1.
7
A baloldali hatdrérték szintén ennyi, mert a ———— tort folytonos a
cos® 7x
nulla helyen; igy

tg Ix
i AR Lo

x-0 X

I1. Megoldads:

A feladat megolddsa elemi tton:

tg7 sin 7x 7

lim Rik lim =
x=+0 b x+40 T cos 7x

i sin7x 7
= lim - lim =1.7=17.
x40 1X x— 40 €08 Tx

A két eredmény megegyezik, de az elemi Gt ebben az esetben konnyebb.
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Itt emlitjiik meg, hogy a L’Hospital-szabdly a hatdrérték-
szdmitds hatdsos eszkdze, de — amint ez a példa is bizonyitja
— nem vezet mindig a legrévidebb megolddsra.

sin 4x

0
10. lim =7 A helyettesitési érték az x=n helyen — alaki.
X-E tg 3> 0

Két pératlan fiiggvény hdnyadosa péros fiiggvény, ezért a bal- & jobb-
oldali hatdrérték — ha létezik — megegyezik.

sin 4x . 4cesdx . 4cos®Sxcosdx
= lim = lim .
x-»x tg25x xR X 3

cos? 5x

Mivel lim cos?Sx=1, & lim cos4x =1, ezért
X X

sin 4x

4
X% thx o 5 ;

X
i1, lim sk ? A szaml4l6 és nevezd hatirértéke egyardnt végtelen,

X—>oo

fgy a tort = hatdrozatlan alaki. Alkalmazzuk a L’Hospital-szabilyt:

I 2x
= lim :
X-»oo 2% X—ron 2 h] 2

A helyettesitési érték most is e alaku, tehit ismételten alkalmazzuk
a L’Hospital-szabalyt:

lim = lim —.
x=0 2¥IN2 x40 2¥(In2)

A sz4mldl6é véges (2), a nevezd hatirértéke végtelen, igy a tort hatdr-
értéke nulla;

2x*—4x+5 oo
12, BNy | et el = ikl Jonse.
X0 7x' +5X -3 g
A feladatot L’Hospital-szabillyal és elemi dton is megoldjuk.
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1. Megoldis:
A L’Hospital-szabdlyt egymas utdn haromszor alkalmazva:

e b s il o s | RN - A
im ———— = lim ——— = lim — = lim —==—.
X— 00 7X’+5X 3 X— 00 21x2+5 X— 00 42x X0 42 5

II. Megoldds:

A szamlalobol és nevezdbdl x®-ot kiemelve;

4 .
epa_ Sl e
( +] 2

i x¥ ad
lim —m8M = —
g (TR IR
b o
13. lim =7 A tort helyettesiiési értéke a végtelenben AL alaka;
X—00 X ©o

alkalmazzuk a L'Hospital-szab4lyt:

: X : 5 ;
lim ——— = lim ——— = lim 5x = eo.
X~»00 In 4x X 00 X—00

4x.
14. hm°2x In x? Mivel In x csak pozitiv x-ekre van értelmezve, tehat
x=+

nem beszélhetiink baloldali hat4rértékrol.
Itt lim 2x=0, és lim Inx= —, tehdt a helyettesitési érték
x=>+0 x40
0+ (— ) alak.
Alakitsuk 4t tortté az eredeti kifejezést a kovetkezd médon:

2Inx

lim 2xInx= lim =
x—+0 x—+0
x
1
Mivel lim 2Inx= -, és lim — =<, igy alkalmazhaté a L’Hos-
x40 x-++0 X
pital-szabaly:
1
21 25
n x X 3
lim = hin = lim (=2x)=0.
x—+0 1 x—+0 1 x> +0
o X3
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15.. lim 2x ctg 3x=2

x—0
Mivel paratlan fuggvények szorzata paros fiiggvény, ezért az x=0

helyen a bal- és jobboldali hatarérték — ha létezik — megegyezik.
A helyettesitési érték 0-o hatdrozatlan alaka lenne.

1. Megoldas:

A szorzatot tortté alakitjuk és a L’Hospital-szabalyt alkalmazzuk:

2x g i 2 2
lim 2x ctg 3x = lim = lim = lim — cos? 3x = —.
x-0 x=0 g3x x-0 : ; x—+0 3

II. Megoldas:

A kifejezést ligyesen bovitjiik, tényezokre bontjuk:

2 3x
lim 2x ctg 3x = lim —-—
x-0 x=0 3t sin 3x-

2
«cos 3x =—,

3
ugyanis j6l ismert, hogy

;i 3% ! %
lim — =1, és limcos3x=1.
x—0 Sin 3x x—-0

16.,. Jim a7
x=>+0

A helyettesitési érték 0° alakia. A feladatot ugy oldhatjuk meg, hogy a
kifejezés logaritmusdnak hatdrértékét szdmitjuk ki.

Legyen y = x*'»>  akkor
In y=Inx2* = (Sin vhinixs
lim Iny= lim (sinx)Inx=0(-<=)
x=+0 x—+0
alakau.
A szorzatot atirva tort alakba:

3 Inx — oo
lim =—
x->+0 1 G

sin x

201



alakii, most mér alkalmazhaté a L’Hospital-szabily:

1
Inx o x
lim —= e 15y i
x—+0 1 x->+0 -—(smx) Cos x
sin x
—sin® x . —sinx sinx

x40 XCOSXx x> +0 x Cos x

x
= lim — - lim tgx=(-1)-0=0.
x=+0 x x-++0

Mivel lim Iny=0, ezért lim y=1.
x40 x40
A fiiggvénynek csak jobboldali hatdrérté¢ke van az x=0 helyen, mert
a negativ x értékekre x*** nincs értelmezve.

17. lim (sin x)*=? Baloldali hatidrérték nem létezhet; ui. nulldhoz

x-++0

kozeli negativ x értékekre sin x<0, viszont negativ szim val6s kitevdjii
hatvanya altaliban nincs értelmezve a valds szdmok korében. Tehat nem
végezhetjilk el az x~ —0 hatdrdtmenetet.

A fuggvény helyettesitési értéke az x=0 helyen 0° alaki. A feladatot
az elobbi példaban alkalmazott médszerrel oldjuk meg.

Legyen y=(sin x)*; akkor In y=xInsin x, és lim In y= lim xInsin x,
ami 0-(— ) alakra vezet. x+>+0 x=+0

A szorzatot tortté alakitjuk gy, hogy az x-et a nevezd nevezBjébe
vissziik; ekkor a szidmldlé (—e)-hez, a nevezd pedig (+ -)-hez tart,
vagyis alkalmazhaté6 a L’Hospital-szabdly:

3 ———COS X
Insin x 1 sin x ? x
= - = lim | ————-xcosx}.
x->+0 1 x=++0 i x—++0 X
X e

A szorzat egyes tényezbinek jobboldali hatarértéke:

lim (- = )=—1; lim xcosx=0-1=0;
x> +0 sSinx x—>+0

ezt felhasznilva

X
lim (—“—_—XCOSX)‘—"O, Vagyis lim lny:o’
sin x x=+0
és igy lim y= lim (Sinx)*=1.

x40 x—++0
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8
18. lim (ctgx)* =7 Hatarértéket nem keresink; ui. ctgx elég kis
x—-++0
negativ x értékekre negativ, de negativ szdm valGs kitevGji hatvinya
dltaldban nem értelmezett, ezért balr6l nem végezhetd el a hatdrdtmenet.
A fiiggvény helyettesitési értéke az x=0 helyen «° alakl. Logaritm4-
lassal alakitjuk &t.

S
Legyen In y = In (ctg x)y" =¥xInctgx; akkor

1 1
8 1 Inctgx ctgx ( sin? )
Tion (M Bibtg o G S TRE el TERR MRS
x-+0 x40 _% x40 P e
x -——x 3
g g
3x¥x ; x 3z
o = i . =

= =
x-»+0SinxXCOS X x—+0 Sinx cosx

= lim — m
x40 SINX x-»+0 COSX

=1-0=0.
Mivel limIn y=0, tehat

3
limy= lim (ctg)!*=1.
x-+0

1

19. limo(sin x)* =7 A fiiggvénynek baloldali hatirértéke nincs, ui.
X+

sin x elég kis negativ x-ekre negativ, de negativ szdm tetszbleges val6s

kitevojli hatvdnya nem értelmezett, ezért a hataratmenet nem végezhetd el.

A fliggvény helyettesitési értéke az x=0 helyen 0= alaki. Az In y=

1
=In (sin x) *=— Insin x jel6lést bevezetve,
x

ik &
lim Iny= lim —Insinx= —e,
x-+0 x40 X

mivel 2 szimlal6 hatarértéke — =, a nevezdé pedig nulla. Mivel limlny =
= — oo, tehét
1

limy= lim (sinx)* =0.
x40

203



2
20. lim x3*4!nx =9 A kifejezés helyettesitési értéke az x =0 helyen 0°.
x-=++0
Legyen

2
Iny=1In x3+4lnx

Ekkor
2
: 2 + 2lnx ; o 1
lim ———Inx= lim ———= lim — = —.
x+40 3+4Inx x-++0 3+4Inx x—.+o4 1 2
. x
Osszehasonlitva az elsd és utolsd tagot
lim 1 !
im Iny=—,
x—+0 * 2

ebbol

1
lim y=e® =Ve.
x40

A kifejezésnek baloldali hatarértéke nincs, mert negativ szamnak valos
hatvanyat altalanossigban nem értelmeztiik.

3. Elemi fiiggvények Taylor-sorba fejtése

A Taylor-formula a kovetkezket mondja ki: Ha az [a, x]
zart intervallumban az f(x) fiiggvény (n—1)-szer folytonosan
differencidlhaté és még n-edik derivdltja is létezik az inter-
vallum belsejében, akkor felirhaté

109 = @ L
¥ G a)'; - f®=Y(a)+ R,(a, x),

ahol R,,(a, X) az Un. maradéktag. Ennek Lagrange-féle alakja
Ro(a ) = =P ot 00— a),
ahol @ egy alkalmas 0 és 1 kozotti szam.
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A példdkban az a+ @ (x —a) = £ jelolést alkalmazzuk.

Ha az f(x) fiiggvény az [a, x] intervallumban akdrhdnyszor
differencidthatd, akkor a Tayior-formuldt végtelen sok tagra
felirva, f(x) Taylor-sora adodik:

1) = f(@) LB @t

P

.

Amennyiben ez a sor a-ra konvergens, vagyis az

= ST g

maradéktag zérushoz tart, midén n —~ oo, akkor azt mondjuk,
hogy az f(x) fiiggvényt az a pontban Taylor-sora elédllitia.
Azon pontok Osszességét, amelyekben f(x) Taylor-sora kon-
vergens, f(x) konvergenciatartomdnydnak nevezziik.

Sokszor a konvergencia a maradéktag vizsgdlata helyett
egyszeriibben 4llapithaté meg — pl. az aldbbi konvergencia-
kritériumok alapjdn.

Leibniz-féle konvergenciakritérium: Egy véltakozo elGjelii sor
konvergens, ha a tagok abszolut értékei monoton tartanak
nulldhoz n— <o esetében.

D’ Alambert-féle vagy hdnyadoskritérium: Egy pozitiv tagok-
bol 4116 sor konvergens, ha az egymds utdni tagok hdnyadosa
bizonyos n-t6l kezdve (n=>N) egy 1-nél kisebb g szdm alatt
marad.

Az a=0 vdlasztassal specidlis esetként a Maclaurin-formula,
ill. Maclaurin-sor adédik. Tehdt a Maclaurin-formula:

f(x) =f(0)+%f'(0)+§ * (0) 4ot

+

ZST PO + R
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a Maclaurin-sor pedig
1) =f(0)+—f!—f’(0)+—)252!—f”(0)+ +%f‘"’(0)+ il

Konnyen beldthatd, hogy az

Jx) =aqtayx+... +a,x"
n-edfokt polinomot Taylor-sora minden g-ra (réviden: mun-

deniitt) elbdllitja; ugyanis az (n+ 1)-edik és minden maga-
sabbrendii derivdlt nulla, tehdt a sor csak ntagbdl 4ll:

(x—a)®

51 L.

1) = ap+f@+ 52 @+

ki (‘x_'—l-!_a)_" £ (a).

Az n-edfoki polinom Maclaurin-sora:
’ 3 o X
J0) = O + 177 O+ 5" O+ .45/ 0).

Gyakorl6 feladatok

1. y=x*—5x54+2xA—3x°+2x*+46. frjuk fel a fiiggvény a=2 hely-
hez tartozd Taylor-formuldjat, vagyis alakitsuk 4t a fiiggvényt ugy, hogy
benne csak x—2 hatvdnyai szerepeljenek!

Mivel a feladat megoldisdhoz a derivaltak, és azok x=2 helyhez tar-
toz6 helyettesitési értékei kellenek, elészér ezeket szdmitjuk ki:

Y = 6x>—25x*+ 8x*—9x*+4x;

Y =30x4—100x®+24x% —18x+4;
y™ = 120x*—300x*+48x—18;
y® = 360x*— 600x+48;
¥y =T720x—600; y© =720.

A hetedik és ennél magasabbrend(i derivaltak értéke azonosan egyenld
nulldval.

206

A helyettesitési értékek:
y(2)=2%—5:2542.20-3.2242.22 4 6=
=64—-160+32-24+8+6=—74;
YV (2)=6-25-25-2448-28-9.28+4.2 =
=192-400+64—-36+8=—-172;
Y'(2)=30-24—100-22+24.22—18.24+4 =
=480 —800+96—36+4 = —256;
»7(2) =120-28-300-22+48.2-18 =
=960 —-1200+96—18 = —162.
Y9 (2) = 360-22-600-2+48 = 1440 1200+ 48 = 288;
8 (2) = 720-2 — 600 = 1440 — 600 = 840;
¥©(2) = 720.
A Taylor-polinom tehét

100 —256
(x-2)+

T 21

(x—-2)*+

P B T
§f i T i e e T

A szamegyiitthatékat kiszdmitva:
y==-74-172(x-2)—128(x -2)* —27(x— 2+ 12(x—2)*+
+7(x—2)5+(x—2)%.
Ennek a felirdsnak el6nye konnyen beldthaté, ha valamely
hatvdnyfiiggvény helyettesitési értékét kell meghatdrozni vala-
mely egész értéket tartalmazé kis intervallum sok pontjdban.

.Rend.szerint az egész értékhez tartozé fiiggvényértéket ismer-
jiik, ill. azt konnyebb kiszdmitani.

2. Hatérozzuk meg az eldbbiekben 4talakitott fliggvény helyettesitési
ﬁl;tlt;.’l;it (;:ét tizedesjegy pontossdggal) az x;=2,1, x;=2,2, ill. x,=2,01
en

Y1) =-74—-1712(2,1 -2)~128(2,1 - 2)*—
—27(2,1-2P+12(2,1 -2 +7(2,1 - 25 + (2,1 - 2)* =
= —74—172-0,1 - 128-0,01 —27-0,001 + 12-0,0001 +
+7-0,000 01 + 0,000 001.
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Az egyes tagok nagysagrendjét Osszehasonlitva latjuk, hogy az 6todik
tag mar csak az eredmény 6todik jegyét befolydsolja; igy az elsd négy
tagot hagyva meg .

y(2,1) ~ -74-17,2—-1,28—0,03 = —92,51.

Ha a fiiggvény eredeti alakjaba helyettesitettiink volna, akkor a kovet-
kezoket kellett volna kiszamitanunk:

y(2,1) =2,1—5-2,1542-2,14—3.2,134+2.2,12 4+ 6,
ami elég nehézkes.
y(2,2) = —74—-172-0,2—128-0,04 —27-0,008 + 12-0,0016 +
+7-0,000 32+ 0,000 064.
Csak az elsd ot tagot vessziik figyelembe, és igy

y(2,2) ~ —74—-34,4—-5,12-0,22+0,02 = —113,76;

y(2,01) = —74—172-0,01 — 128-0,01%2 - 27-0,013+
+12.0,014+7-0,015+4+0,01* = —74—-1,72 - 90,0128 —
—0,000 027+ 12-0,01*47-0,01°4-0,01¢.

Mint lathaté, a mdasodik tizedesjegy értékét csak az els6 hiarom tag
befolyasolja.

$(2,01) ~ —74—1,72—0,01 = —75,73.

Ha az eredeti alakba helyettesitettiink volna be, akkor haromjegyii
szam (2,01) hatodik hatvanyat is ki kellett volna szdmitanunk, ami sok
munkat jelentett volna.

3. Szamitsuk ki az y = 5+x°®—4x342x* —7x%+ 2x fliggvény helyet-
tesitési értékeit az x,=1,1 és x,=1,01 helyeken hat jegy pontossiggal,
az a=1 helyhez tartozé Taylor-polinom segitségével!

Elbszor a fiiggvényt x fogyd hatvdnyai szerint rendezziik, mert igy
konnyebb a derivéltat ellendrizni.

y=x+2x*—4x>—-Tx®+2x+5.
Meghatarozzuk a differencidihinyadosokat:
¥y =5x"+8x*—12x* ~ 14x+2;
y" = 20x%+24x% - 24x—14;
»” = 60x®+48x —24;
¥ = 120x+48;
y® = 120.
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A tovéabbi deriviltak értéke azonosan zérus.
A helyettesitési értékek az x=1 helyen:

y(1)=14+2-1-4-1-7-142-1+5=—1;
Y(1)=5-1+8-1-12-1-14.14+2 = —11;
Y (1)=20-1+24-1-24-1-14=6;
Y7 (1) =60+48—-24 = 84;
Y9 (1) = 120+48 = 168;
¥© (1) = 120.
Az a=1 helyhez tartozé Taylor-polinom tehat:

L
1

6 84
y=—1+ (x—-l)+3!— (x—l)’+—3—!- (x-1P*+

168 e 120 |
oo +—5-!~(x—1)-",

y=—1-11(x-D+3(x—-1?+14(x—1)*+7(x—-1)*+ (x - 1)*.
Most meghatirozzuk a fiiggvény értékét az x,=1,1 helyen:
y(@,1) = —-1-11:0,1+3-0,01 +14-0,001 4 70,0001 40,000 01.
y(1,1) = —1-1,1+0,03+0,014+0,0007+ 0,000 01 =
=—2,140,044 71 = —2,055 29.
A fiiggvényérték az x,—1,01 helyen:
»(1,01)= —1-11-0,01 +3-0,0001 + 14-0,000 001 +7-10~*+10"°.

Az értéket ismét csak hat jegy pontossiggal hatirozzuk meg. Mivel
az utolsé két tag ezt nem befolyasolja, ezért

»(1,01) % —1-0,1140,0003+0,000 014 = —1,11+0,000 314 =
= —1,109 686 ~ —1,109 69.
4. Trjuk fel az y=sin x fiiggvény Maclaurin-sorat, és az x=% helyen

a Taylor-sorit.

A fuggvény derivaltjai: y' =cosx; y* = —sinx; y” = —cosx; y® =
=sinx stb., altaliban y*® =sinx, y***» =cosx, y***¥ = _sinx
YD = _cosx. : ;
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A fiiggvény Maclaurin-sordt hatirozzuk meg eldszor.
y©)=sin0=0; Yy @ =cos0=1; »"(0)=-sin0=0;
Y@ =—-cos0=—-1; s.it

Vagyis
e
XSohminae an® el o
azaz
! Bl
smx—-x——-3—!—+-5—!~-—7!—+
A fiiggvénysor Lagrange-féle maradéktagja:
(sin &)
R = : x", ahol 0<&<ux.
n!
Mivel
sin &)™ e
Rn(x)z'(——f')—xﬁé—s
f n!
és
i O R e ) DUTRD ¢
lim R.(x)= lim —= lim —e—>— e =0,
n—co n—vco n! H*ml 2y n

mert 7 novelésével az eldz6 tortet egyre kisebb szammal szorozzuk €s
%

az — szorzotényezd rogzitett x-re nulidhoz tart, midon n— . A maradék-
n

tag tehat x birmely értéke esetén nulldhoz tart, vagyis a fiiggvénysor

barmely x-re konvergens és eldallitja az y=sin x fiiggvényt.

A sin x fiiggvény Maclaurin-sordban x-nek csak pdratlan
hatvdnyai szerepelnek. Tehdt a szinusz fliggvény nem csupan
maga pdratlan fiiggvény, hanem Taylor-sordnak minden tagja,
igy barmely részletosszege is pdratlan fiiggvény.

Most meghatdrozzuk a fiiggvény Taylor-sorat az x=mn/6 helyen; mi-
v:ll( l’?a 7/6 radidn 30°-nak felel meg, ezért ezt helyettesitjuk be a derival-
t -

1
¥(30°) =sin 30° = g i

3
¥ (30°) = cos 30° = 12—-;
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1
V(309 = ~sin30°= ——;

»"(30%) = ~cos 30° = —?;

i
y*(30°) =sin 30° = 5 stb.

-E(x_ﬁ)a_f_ 1 )\
12 5 a8 Z T gl

5. Hatarozzuk meg a 31°%o0s szog szinuszat logarléc adta ponto:
. G - s_
sagggl! A feladat’ot ugy oldjuk meg, hogy az y=sin x fiiggvénypx=7c/6
rat_inanhoz tartoz6 Taylo_r-sorz’mak elsé hdrom tagjat szamitjuk ki (73).
Mivel csak az elvet akarjuk megadni, ezért logarléccel szamolunk:

1 ﬁ n 1 )2
Ty =rd eyt e B e
3 2+ > (A 6) 4(x 6).

A zarojeleken beliil szogkiilonbségek vannak, és mivel 31°—-30°=1°,
ezért csak az 1°-t szamitjuk 4t radidnba: 1°x0,017 45 radian.

W e - 1
7,31 )=?+ -0,01745—7-0,017 452 ~;
. + L 1,745-10-2 : 2
L — - - sy SRR A -4
5 A > 1,745%.10-4.

b 1
1;31%)~ ?+ 1,51-1072—-0,76-10"* = 0,5+0,0151 — 0,000 076 =
= 0,5151 —0,000 076 = 0,515 024 ~ 0,5150.
A négyjegyii fiiggvénytablizatban talilhatd érték: 0,5150.
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6. Hatarozzuk meg a cos x fiiggvény Maclaurin-sordt, valamint az
a=n/3 helyen Taylor sorit!
A derivaltak meghatédrozisa:

’

y =-—sinx; Y =-—cosx; y"=sinx; y¥ =cosx; stb.
Helyettesitési értékek az x=0 helyen:
y0)=cos0=1; y0)=-sin0=0; ;"0)=—-cos0=—-1;
y"0) =sin0=0; y®@0)=cos0=1 stb.

A fiiggvény Maclaurin-sora:

0 -1 g 0 3 1 i
y—]+Fx+—2-!— +3‘!* +HX R

5 ol o e RN o
coS x = I—E+z—!'—‘6‘!‘+ﬁ

A sor Lagrange-féle maradéktagja:

vagyis

s &)
Ril) = (“’—? PO PAT ) R
n. -
Mivel v
cos &))" &
R,,(X)= (ix"s.x_,
n! n!

amely viszont — mint a 4. példaban belattuk — nulldhoz tart, ha n vég-
telenhez tart, ezért a felirt sor minden x-re konvergens és elballitja a cos x
fuggvényt.

A cosx ﬁiggvény' Maclaurin-sora x-nek csak pdros kitevgjil
hatvdnyait tartalmazza. Tehdt nemcsak maga cos x pdros
fiiggvény, hanem Maclaurin-sordnak minden tagja és igy min-
den részletosszege is az.

Most felirjuk az y=cos x fiiggvény a=n/3-hoz tartozé Taylor-sorat.

Eloszor a fiiggvény és derivéltjainak x=mn/3 helyen vett értékét kell meg-
hatarozni.

n 1 AT n ¥3
y(?)=°°s3=?; y(?):_sm?:" By
N E 1 o (712 ai..¥3
4 (3)=—c°83 i o e (3)25"’?_' 3’
£ %
Sl e
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Csak az els6 Ot tagot irjuk fel:

i . n)* 5 LAY
+—-—3! X—_T 74—!(1'——3— 5

+E(x_zi)’+i(x-£)‘+....

7. Az y=cos x fiiggvény a=n/3 helyhez tartozé Taylor-sora ismec-
retében szamitsuk ki a cos 65° kozelitd értékét, ha a sornak csak harom
tagjaval szamolunk! Hasonlitsuk &ssze a kapott értéket a négyjegyii
fliggvénytdblazatbol kaphat6 értékkel!

A Taylor-sorban az x—x/3 szogkiilonbség hatvinyai szerepelnek,
ezért 5°-ot szadmitunk 4t radianba:

5°=15.0,017 45 = 0,087 25;

€]

1 i
7, (650 == — =0 0%EI5 =g QR )51~
3(65) P45 4
1,732-8,725 8,725%.10-4
= 1052 —
2, 4
~0,5-7,55-10~2—19-10-% =0,5—0,0755 —0,0019 —
=0,5-0,0774 = 0,4226.

A tdbldzatban taldlhaté érték szintén 0,4226. (Megjegyez-
ziik, hogy a tdbldzatokat is ilyen sorelGallitdsb6l szokds ki-
szamitani.)

3

=0,5-

8. frjuk fel az y=In x fiiggvény Taylor-sorat az a=1 helyen!
Elészor a derivaltakat, azutdn a helyettesitési értékeket hatarozzuk
neg.
ol = 1 e 2 L 6 i
Y == ey il E=ite s STO.
X & e i X ' ok
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A helyettesitési értékek:

1
y()=In1=0; y'(1)=T=l; y )=

y()=2; yOU)=-6.
A Taylor-sor tehét

1 -1 2 L -6
y=0+~l—!-(x—l)+—2!-(x——l)’+§(x—l) + iy (=14 +...,
12 (=1 G-1"
1nx=(x—l)—(x 21) +(J'r i +...+(—l)"*‘T+ S

Vizsgéljuk meg, hogy ez a sor milyen x érté}(_ekfe konvergens:
a) Legyen x=1. Ekkor a sor viitakoz6 eldjelil.
Alkalmazzuk a Leibniz-kritériumot:

(x—1)" -1y

= lim =0, hax 1=x=2;

n—>co n

lim |[(=1)"*?

n-»oo
mert akkor (x—1) = 1, tehat a szamlalo 1—_1_1él ki”sebb, monoton csok-
kend, a nevezd pedig --hez tart monoton _novekv9en. . §

b) Legyen x=1. Ekkor a sor minden tagja negativ, tehat alkalma.z,l!z’lto
a negativ eldjel kiemelése utdn a pozitiv tagi sorok konvergenciajara
vonatkoz6é D’Alambert-féle hanyadosfeltétel:

(x_l)n+1

n+1 v i (x—Dn
. 1)m(x—l)" iy n+1
n

G 0
=~—‘Tlr(1—x)§ 1-x=gq;

g<1, ami abbdl kovetkezik, hogy Ofxél.
A sor konvergenciatartomanya tehat 0<x=2.

9. Tablazatbol tudjuk, hogy In 1,5=0,4055. Szémitsn_x.k lfi"a fliggvény
Taylor-sorinak els6 négy tagja ismeretében In 1,5 kozelitoleg pontos
értékét, és allapitsuk meg a relativ hibat!

058 O5% 1057

e o e A R
025 0,125 00625
Yo R 5

~0,5—-0,125+0,0417—0,0156 = 0,5417 - 0,1406 = 0,4011.
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A szamitott érték tehdt tizezred pontossiggal 0,4011, a tablazatbél
kapott érték 0,4055, a hiba 0,4055—0,4011 = 0,0044.
A hiba szdzalékban kifejezve, vagyis a relativ hiba:

0,0044 0,44

p= -100% = % ~1%.
0.4055 0,4055

10. Hatarozzuk meg az y=e™ fiiggvény Maclaurin-sorat, valamint
az a=1 helyen Taylor-sorat!

A fiiggvény akarhdnyadik deriviitja &*, ezért az x=0 helyen mind-
egyik derivait értéke 1. A Maclaurin-sor tehat

| 1 1 4 1 i 1 ta
P = +FX+ZX +°3-!— +Z? A
illetve
Xz Xt
€ :]'7"‘.'{"—2—1‘?'!"2—4*5-....

A fliggvénysor konvergencidjit a Lagrange-féle maradéktaggal iga-

zoljuk: :
(n 3 n
R PR = e T

N = = = e —
n! n! n!

ahol 0 <¢& <x.

Az els6 tényezd (e) n-t6l fiiggetlen allandd, a masodik tényezd pedig
(rogzitett x érték mellett) — mint mar a 4. példdban belattuk — » néove-
Iésével nulldhoz tart, vagyis

lim &f = —o,
nse  n!

tehdt a fiiggvénysor barmely x-re konvergens.

Ha a Taylor-sort akarjuk felirni az a=1 helyen, akkor a derivaltakat
az x=1 helyen kell kiszidmitani.

Minden egyes derivalt e*, és igy a helyettesitési érték e-vel egyenld.

BRK +£( 1 e( e e( 1
prS Dt g G T

Ha a kozos e-t kiemeljiik, akkor
x—1)2 (x-1)
y=e[1+(x—1)+(T+( z { +...]=

S ey
; 2 6
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Azt, hogy a sor barmely x-re konvergens, a D’Alambert-féle hanyados-
kritériummal bizonyitjuk.
A sorozat két — egymés utdn kovetkez6 — tagjénak héanyadosa:
e(x—l)"“. e(x~1)"__e(x—l)"“ n! 1

: & o CTERY b Wi
! ! i o

A szorzat elsd ténvezdje — (x—1) — rogzitett x értékre allando, a
masodik tényezdje pedig n novelésével csokken. Megadhat6 egy olyan
N szam, amelynél nagyobb n-ekre a tort értéke egynél kisebb, ugyanis

x—-1
o ha x ol —nElix =0 n
n+

1-nél nagyobb x-ekre az elobbiek miatt, 1-nél kisebb x-ekre pedig a
valtakoz6 elbjelit sorokra vonatkozod Leibniz-féle konvergenciakritérium
miatt konvergens a sor.

11. Hatirozzuk meg az y=e* fiiggvény Maclaurin-sora ismeretében
e kozelito értékét! Az
=1+ +x”+x’+x‘+
F=1+x+—+—+—+...
2070061 824

kifejezésben x helyébe 1-et helyettesitve (és csak 5 tagot tartva meg):
Lo ERE A |
~14+14—+—+—2,5+0,1667+0,0416 = 2,7083.
ksl A vy

e ot jegyre kerekitett értéke: 2,7183, ezért az eld6zd szamitdsaink soran
elkovetett relativ hiba szazalékban:

_2,7183-2,7083 00%_0,01-100 Loy
T pg18s ToreRl G i Higies

% =~ 0,37%.

12. frjuk fel az y=sh x fiiggvény Maclaurin-sorat, valamint Taylor-
sorat az a=1 helyen.
A derivaltak:

y'=chx; y'=shx; y”=chx stb.

A helyettesitési értékek az x=0 helyen: y(0)=sh0=0; y'(0)=ch 0=
=1; v (0)=sh 0=0; y”(0)=ch0=1, igy a Maclaurin-sor

1 0 1 0
y=0+1—!-x+ix’+5-!-x’+-4—!—x‘+..-;
vagyis
xP e
shx = x+-§+—5T+m .
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Ahhoz, hogy a }ﬁngvénynek az x=1 helyhez tartozé T i
‘ 0z, hogy g aylor-sorat
fel tufilj(uk irni, ismerniink kell a sh 1 és ch 1 értékeket, ezeket téblézattl;zl
vesszik:

sh1=1,1752; ch1=1,5431.

Amennyiben tablazatunk csak e hatvanyait tartalmazza (il

- I's - . - I3 - e - & en ,. :
kozépiskolaban hasznalt Négyjegyi fuggvénytdblazat), akkor(ay G
e t+e™™

2

shaxi= 5 gl chx=

osszefliggéseket alkalmazzuk.

Pel D T18 0,368 2350
PL: shl= o sl s ol .
= x 5= b
2,718+0,368 3,086
chl= . L,

Tehat a sh fiiggvény és derivaltjai az x=1 helyen:
y(1)=shit=11452: y ({{)=ch'I—=1,5431 stb.
A Taylor-sor igy

1,5431 1,17,

5
= 1,17524——1'—(x—l)+ . &1

2!
1,5431 151752,

31 sl

13 Hatér_f)zzu'k meg sh 1,2 kdzelitd értékét és a relativ hibat, ha ismer-
Jjuk a sh x fliggvény a=1 helyhez tartoz6é Taylor-sordt! Szamitasainkban
csupan hdarom tagot vegyiink figyelembe.

E1752

(x—1)*+....

»(1,2) = 1,1752+1,5431-0,2 + 0,04 =

=1,1752+0,308 62+ 0,023 504 ~ 1,5073.

Osszehasonlitasul megemlitjiik, ho tabla 6 érték
it 2 il gy a tablazatban taldlhato érték

Hatarozzuk meg a szazalékos hibat!
e 1,5095 - 1,5073 0,0022-100% 0,22
1,5095 Sernsill 5088 74 15095

% =~ 0,146%.

14. Irjuk fel az y=ch x fliggvény Maclaurin-sorat, valamint az a=1
helyen Taylor-sorat!

y=ch x derivaitja:

y'=shx; i yl=chx: y*—sh'x: stb:



Ezek helyettesitési értéke:
y(0)=ch0=1; » (0)=sh0=0; ¥7(0)=ch 0=1 stb.

fgy a Maclaurin-sor
T pr, e oy
y= .—1—!x+ir+§ +'4—! | S A

2

X
Chx=1+E+4—!+....

Az

y(1)=ch1=15431; y (@)= shefe—1 1752
&rtékeket felhasznélva, kapjuk az y=ch x Taylor-sorat az a=1 helyen:
1,5431 1,1752

52 i
5 x—1)+ T (x—1)2+ 5

y=15431+ G—1)+....

15. Hatarozzuk meg ch 1,1 értékét és a relativ hibat, ha ismerjik a
fiiggvény a=1 helyhez tartozd Taylor-sorat! Csak az ¢€Isé harom tagot
vegyiik figyelembe.

- 1.5431
ch 1,1 = T3(1,1) = 1,5431+1,1752-0,1 + 2 -0,01 =
=1,5431+0,117 52+0,007 715 = 1,6683.
ch 1,1 tablazatban taldlhatd értéke: 1,6685.
A viszonylagos hiba szizalékban:
1,6685 —1,6683 0,0002 0,02
pz—_e__.lmxz - % = % =~ 0,012%.
1,6685 1,6685 1,6685

4. Egyenletek kozelitd megoldasa Newton-modszerrel

Tegyiik fel, hogy az f(x)=0 egyenletrdl mar tudjuk, hogy
egyetlen gyoke van az (a, b) intervallumban. Legyen az y=/(x)
figgvény az (a,b) intervallumban differencidlhatd, és dif-
ferencidlhdnyadosa zérustél kiilonbszd. Irjuk fel a fugg-
vénygorbe x=a abszcissziji pontjdhoz tartozé érintd egyen-
letét!

y—f(@) = f(@(x—a).
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Ez az érint6 az X-tengelyt abban az x, abszcisszdju
metszi, amelynek ordindtdja nulla, aza;: o g
—f(a) = x,f"(a)—af"(a);
és ebbdl
(L@@ _ 1@
[ @ f @
e (1:) :_(]flolt osztds elvégezhetd, mert feltételezésiink szerint
Az x; abszcisszdji pont a keresett gyo
X a i gyokhelyhez az ,,a”
a?szclsszaju pontnal. kozelebb van, ha: 1. Az }(a) >0Z ésaa
gorlze konvex,’ vagyis f7(a)>0 (78. dbra). 2. Az f(a)<O és
a gorbe konkdv, vagyis /”(a) <0 (79. dbra).

Y

¥ by
¥ b !
g by f
v
9] 0)

ey
S
>

78. abra 79. abra
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Kiszdmitjuk f(x,)-et. Ha f(x;) nem azonosan zérus, ill.
nem kozeliti meg a kivdnt pontossdggal a zérus értéket, akkor
a moédszert ismételten alkalmazzuk, azaz ezutdn az X, absz-
cissz4jii pontban hatdrozzuk meg az érint6 egyenletét, majd
az ujabb érintd és az X-tengely x,-vel jelolt metszéspontjdt.

1 )
/N
H \xl b
i a .
Y b
s
030 X
y
Y. c)
a 1
7 X
yl
80. abra
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Az el6z6 szdmitdshoz hasonldan

o 2,
Ezt az eljdrdst folytatva:
S oo fGx)

Xg = Xg— s wuey Xpp1 = Xg— = ’
Tt (e AR i Jat)
Az el6zd feliételek mellett az xi, x,, ..., x, szimok (ha

[ végig nem vélt eldjelet) novekedd sorozatot alkotnak, és
be lehet ldtni, hogy ezen sorozat hatdrértéke a keresett gyok.

y
y b)
a b X
Aot b
Y c)

ad)

81. abra
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Ha f(a)>0 és a gdrbe konkdv, vagyis f”(a) <0, de f(6)<O0,
és f”(b)<O (80. dbra), vagy ha f(a)<O0 és a gorbe konvex,
vagyis f”(a)=0, de f(b)>0 és f”(b)=>0 (81. dbra), akkor a
b abszcisszaju pontbdl indulva, a médszert ugyanigy alkal-
mazzuk, mint eldbb, csak most (ha f” nem vilt eljelet) a
metszéspontok sorozata monoton csokkend lesz.

A fenti szabalyokat gy jegyezhetjiilk meg a legkénnyebben,
hogy az (a, b) intervallumnak abbdl a pontjabdl kell elindulnunk,
amelyben a fiiggvényérték és mdsodik derivalt eléjele meg-
egyezik. Az eljdrdst addig folytatjuk, amig a kivdnt pontossdgot
el nem érjik. A kovetkezd szdmitdsaink sordn logarlécet,
és négyjegyli logaritmustdbldzatot haszndlunk, ennek meg-
felelden a kapott eredmények is hdrom, ill. négy jegy pontos-
sagiak lesznek. A szdmitis moédjit minden feladat elején
megadjuk.

Gyakorlé feladatok

1. Oldjuk meg a 2x+e* = 0 egyenletet szizad pontossaggal.

Egy elsd — kiindulo — durva kozelitd intervallumot a legcélszeriibben
grafikus uton kaphatunk, oly médon, hogy az egyenldségjel egyik oldalin
hagyjuk pl. e*-et, és a masik oldaira atvisszuk 2x-et:

= —2x;
mindkét oldal x fiiggvénye, ezeket abrazolva (82. dbra), a két gorbe met-
széspontjanak abszcisszdja az egyenlet megolddsa. Az abrabdl lathato,
hogy egy gyok van, és az —1 és 0 kozé esik, vagyis a =—1 és b=0 al-
kalmas végpontok,

T

82. abra
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A Newton-médszer elsd 1épése az, hogy meghatirozzuk az
és b= Pl Gl a=-—1
;:;é?—o pontokban az y = 2x+e* fiiggvény, ill. mésodik derivéltja el5-
y=2x+€; y=24+€; y"=€=>0

minden x-re.

1
y(-D= —2+:<0, y@0)=e=1>0.

A [uggveny €s a masodik dellv'élt elo’ele az x —b—O poﬂtbaﬂ egyezik
0 2y
meg, ezért ezt valasztmk kl]lldulopolllﬂak. Jelen esetbeﬂ a Iogal lec' pon-
A 1 1.

y(®) i 1 1

¥ (®) 21k o

Az elsB kozelitd gyok tehat —0,33; y, = 2x,+ €1 = y( _l) il
3 3

x;=b— ~ —0,33.

1
+e ‘ =~ —0,67+0,72 = 0,05.
Mivel nem pontos nullahelyet taldltunk, az eljarast tovabb folytatjuk.
A gyokhelyhez tartozd sorozat masodik tagja:
( 1
£ l i

X=X

¥y L
¥ (xD)

-033——

()

1
Meghatarozzuk y’ ( ——3—) €rtékét:

’ ‘l -
¥ (—?) =2+4e ® x240,72=272.

Ezeket behelyettesitve:

0,05

2,723

az osztast logarléccel elvégezve:

x;=—0,33—

x, ~ —0,33-0,0184 =~ —0,33—0,02 = —0,35.
Hatérozzuk meg a fuggvényértéket a —0,35 helyen!

y: = y(—0,35) = —0,7+ e~ %% = —0,7+0,7047 = 0,0047.
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A fiiggvényérték mar csak 5 ezrednél kisebb hibdval tér el nullitdl,
igy a feladat megolddsaként szdzad pontossdggal valésziniileg elfogadhaté
—0,35. Errdl ugy bizonyosodunk meg, hogy kiszdmitjuk a fiiggvény-
értéket a —0,36 helyen is:

¥(—0,36) = 2(—0,36)+e~ "¢ = —0,72+0,6977 = —0,0223.

Mivel itt mir negativ a fiiggvényérték és a fiiggvény folytonos, tehit
—0,35 és —0,36 kozott kell lennie a gyokhelynek. A fiiggvényérték
abszolit értéke —0,35 behelyettesitésekor kisebb, ezért a feladat megolda-
saként —0,35 elfogadhatd.

2. Oldjuk meg az x+21n x = O egyenletet (hirom tizedesjegy pon-
tossaggal)!

Az elsd durva kozelitd intervallum meghatdrozisa:

Most az y = x+2In x fiiggvény és az X-tengely metszéspontjat kell
kozelitdleg meghatiroznunk. Vigyiikk 4t az egyenlet egyik oldalira az
x-et, a masikra pedig a 2In x-et:

2lnx =—x,
tekintsiik mindkét oldalt x fiiggvényének és dbrazoljuk a két figgvényt.

A két grafikon metszéspontjdnak x koordinitdja a keresett gyok (83.
4bra).

Y
2ln x

2,,

1w

I i L
T/ i
__1,
X 83. 4bra

Az egyetlen metszéspont abszcisszija lathatéan 0 és 1 kozé esik. A 0
pont azonban nem felel meg az intervallum bal végpontjdnak, mivel ebben
a fiiggvény nincs értelmezve. Ezért az intervallumot ehelyett sziikebbre
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vilasztjuk. Az 4brabél durva leolvaséssal is gy Iatjuk, hogy pl. (0,5
megfelel kiindulé intervallumnak. fogioii’s o B A

¥©0,5) = 0,5+2In0,5 = 0,5+ 0,25 = 0,5—1,3863 = —0,8863;
y()=1+2Iln1 =1;

=1+ ¥ b < 0
8 X’ G -x';<

az értelmezési tartomdny minden pontjiban.
A fuggvényérték és a mésodik derivalt eldjele a 0,5 pontban egyezik

mig, kiindul6 értékiink tehat x,=a=0,5; (0,5) értékét mar kiszamitot-
tuk;

2
’(0,5) =1 =5;
Y05 =1+ 05
tehat
y(a) —0,8863
x=a-5—=05-——"—"—=x0,5+0,1773 = 0,6773.
¥y (@ 3

A mésodik kozelits gyok tehat 0,6773.
71 = »(0,6773) = 0,6773+2In 0,6773 = 0,6773+2(—0,3896) —
= 0,6773—0,7792 = —0,1019.
A harmadik kozelitd gyok:
y(x 0,6773
ﬁ) g e :'((0,6773)) :

Xy =X;—

)
Y 0,6773) =1+ 142,952 = g
) e +2,952 = 3,952

Behelyettesitiink x, képletébe:

—-0,1019 0,1019
X3 =0,6773 ——— = 0,6773+

> >

~9,6773 +0,0258 = 0,7031 =~ 0,703.
Helyettesitsilk be a gyok kozelitd értékét az eredeti fiiggvénybe!
(0,703) = 0,703+2 1n 0,703 = 0,703 +2(—0,3524) ~
=~ 0,703 -0,705 = —0,002.

15 Differencidlszdmitas
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A negyedik kozelité gyok:

Azt nézziik meg, hogy az y(x,)/y’ (x,) tort milyen mértékben befolya-
solja a gyokot.

¥ (x)=»(0,7031) =1+

~14+3=4,
0,7031 b

vagyis
y(xs) —0,002
¥ (x) 4
Mivel a kovetkezd, vagyis negyedik kozelités a gyoknek csak a tiz-
ezredeit befolydsolja, ezért a feladat megolddsaként hiarom tizedesjegy

pontossiaggal x=0,703 valosziniileg elfogadhaté. Gyozodjiink meg errdl
oly moédon, hogy kiszamitjuk y(0,704) értékét:

7(0,704) = 0,704+ 2 In 0,704 = 0,704+2(—0,3510) =
= 0,704—0,702 = 0,002.

A fliggvény folytonos és 0,703 és 0,704 kozott eldjelet valt, tehat valo-
ban ebben az intervallumban van a gyoke. A fliggvényérték abszohit
értéke a két végpontban egyenld, tehiat barmelyiket elfogadhatjuk gyok-
ként.

3. Oldjuk meg kozelitd eljardssal, logarléccel a sin x=0,5x egyen-
letet!

Ha az egyenlet mindkét oldalat x fiiggvényeként tekintjiikk, akkor a
feladat grafikus megolddsai az y=sin x és az y=0,5x fiiggvények met-
széspontjainak abszcisszdi (84. abra). Mivel mindkét fiiggvény pératian,

= —0,0005.

84. dbra
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ezért a metszéspontok az origbra szimmetrikusan helyezkednek el. Az
egyenlet egyik gyoke x=0. Mi most azt a gyokot keressiik, amit az 4brdn
c-vel jeloltink. A fiiggvény, amelynek zérushelyét keressiik.
y = sin x—0,5x.
A gyokhely, amint az 4abrdb6l latjuk és behelyettesitéssel ellendriz-
hetjiik, a ; és a 2 radidn kozé esik.

i 0,5 1-0,785 = 0,215 > 0.
iy | TS e e D e =0.
g 2 o 2T 2

»(2) =sin2—-0,5-2 (1 radidn =57,3° éri€ket haszniljuk).
¥(2) = sin 114,6°—1 = sin 65,4°—1 = 0,9092—1 = —0,0908 ~
~—0,091 < 0.

l?lost a masodik derivéltat, valamint el3jelét hatdrozzuk meg a hati-
rokon:

¥y =cosx—0,5 )y =-—sinx<0
n X
az egész (?, 2]} intervallumban.
A figgvényérték és a masodik derivilt eldjele az x,—2 végpontban

egyezik meg, tehit ezt kell valasztanunk kiinduldsi pontul.
¥(x0) 2 y(2)
¥ (x0) y@’
¥ (2) =cos 2—0,5 = cos 114,6° —0,5 = —cos 65,4°—0,5 =

=-0,4163-0,5 = —-0,9163.

Jogicomm? e N
y TP AR T e o o

A fuggvényérték az .x;=1,9 helyen:

X3 = Xp

»1=y(1,9) =sin 1,9-0,5-1,9 = sin 109°—0,95 = sin 71°—0,95 =
= 0,9455—0,95 = —0,0045.
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Amennyiben az Gjabb kozelité gvék az eddig kapott gydk elsé hirom
jegyét nem befolyasolnd, akkor ezt kozelitd gydknek valdsziniileg elfo-
gadhatjuk:

Yo _ 4 ¥(1,9)

Xy = X3 —— > = 5
Y (x) Yy (1,9
A y(1,9) g s
a korrekcibs tagot | ———| szamitjuk ki:
¥ (1,9

¥ (1,9) = cos1,9-0,5 = cos 109°—0,5 = —cos 71°—0,5 =
= —0,3256 —0,5 = —0,8256 ~ —0,83.

y(1,9) __—0,0045

y'(,9) 0,83

negyedik jegyét befolyasolja, tehit x=1,9, sot x=1,90 kozelité gyok

valosziniileg elfogadhatd. Err6l dgy gydzodiink meg, hogy kiszamitjuk
a helyettesitési értéket az x=1,89 helyen:

Mivel

=~ —0,0055, ez pedig a gyoknek legfeljebb

¥(1,89) = sin 1,89 0,5-1,89 ~ sin 108,3°—0,945 =
= sin 81,7°—0,945 = 0,9895—0,945 = 0,0445.

A fiiggvényérték eldjele itt pozitiv, tehat (folytonos fiiggvényrdl Iévén
sz6) a gyokhely valéban 1,90 és 1,89 kozé esik. Az egyenlet megoldasdnak
1,90 fogadhat6 el, mivel y abszolut értéke itt a kisebb. A d-vel jelolt méa-
sik gyok —1,9.

Az egyenletnek gyokei tehat: —1,9; 0; 1,9.

9. Oldjuk meg a ch x = 2 +x egyenletet hdrom értékes jegyre!
A bal és jobb oldalt — mint x fiiggvényét — dbrazoljuk a koordinata-
rendszerben (85. abra). Mint lathat6, a 2+ x egyenes a ch x gorbét két

X gs. sbra
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pontban metszi, tehit az egyenletnek két megolddsa van. El8szér az
orig6tol balra esd gyokot szamitjuk ki. Az egyenletet nulldra redukéljuk:

chx—2—-x=0.

Keressitkk az y = ch x—2—x fiiggvény zérushelyeit.
Az abrabol leolvassuk, hogy a fiiggvénynek a (—1,0) szakaszon egy
gyoke van; mégpedig

y0) =ch0-2=1-2=-1<0;
y(—1) = ch(-1)—-2+1 = 1,5431 -1 = 0,5431 > 0.

A (—1,0) intervallum bal oldali végpontjdban a helyettesitési érték
pozitiv, a jobb oldali végpontban pedig negativ, tehat kozben egy zérus-
helynek kell lennie.

A masodik derivilt eléjele donti el, hogy az intervallum melyik vég-
pontjabdl kozelediink a c-vel jelolt gyokhely felé. Az elsé és masodik
derivalt:

¥y =shx—1, y”=ch x>0 az egész szimegyenesen. y” helyettesitési
értéke az x = —1 helyen:

y'(—=1) =ch(—1)=ch1l = 1,5431 > 0.
Az y(—1) helyettesitési érték eljele megegyezik a mdasodik derivalt

eldjelével, mert mindkettd pozitiv a —1 helyen. Az x,=a= —1 pontbdl
indulunk tehat el.

y(=1) = 0,5831; y'(-1) =sh(-1)—1=—sh1-1=
=—1,1752-1 = —2,1752.
T R Lt ..

RS = — == — =
¥ (x0) ¥ 1) —2,1752
0,5431

2,175

X3 = Xo

Al b

~ —1+0,2497 = —0,7503.
»1=y{x) = y(—0,7503) = ch (—0,7503) — 2 —(—0,7503) =
==ch 0,7503 —2+0,7503 ~ 1,2949 — 1,2497 = 0,0452.
A masodik kozelités:

y(xy)

Xp =X ——— .
g ’ Y (x)
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ElBszdr y’(xy) értékét, azutdn x, értékét hatirozzuk meg.
¥ (%) =y (—0,7503) = sh (—0,7503)— 1 = —sh 0,7503 — 1 =s
~ —0,8227—-1 = —1,8227;

TR e WM e, IndiiE )
VG 5 T e e .

Xy == X ==

= —0,7255 ~ —0,726;
¥:=y(—0,726) = ch (—0,726) —2+0,726 = 1,2753 —1,2740 =

=0,0013;
el s y(xa)
3 2 y,(x’)9
¥ (—0,726) =sh (—0,726) -1 = —sh 0,726 — 1 ~ —0,7915—1 =
= —1,7915;
0,0013
x3 = —0,726+ =~ —0,726+0,0007.

1,7915

Latjuk, hogy a korrekci6 méir csak az ezredet befolyisolhatja. Ezért
kiszamitjuk a fiiggvényértéket az x = —0,725 helyen:

¥»(=0,725) = ch (—0,725)—2+0,725 = ch 0,725 1,275 ~
= 1,2746 —1,275 = —0,0004.

A fiiggvény a —0,726 és —0,725 helyek kozott elojelet valt, tehat ebben
az intervallumban van a keresett gyok. Mivel a helyettesitési érték abszo-
lat értéke a —0,725 helyen a kisebb, ezt fogadjuk el a gyok értékeként.
Most a mésik gyokot hatdrozzuk meg harom értékes jegy pontossiggal.
A gyokot tartalmazd intervallum (az 4brébél leolvashat6) legyen pl.:
(2; 2,2); ui. egyrészt

y@2)=ch2—-2-2=ch2-4,
ahol
ette2 7,3891+0,1353 _ 71,5244

ch2= ~
2 2 2

=3,7622,
és igy
¥(2) =3,7622—4 = —0,2378 <0.
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Mésrészt

¥@22)=ch2,2-2-22=ch22-4,2,
" e*+e > 9,0250+0,1108 9,1358

ch22 = = 7 = = 4,5679,
és igy

¥(2,2) = 4,5679 —4,2 = 0,3679 > 0.

Az intervallum két végén a helyettesitési érték ellentétes elbjeld —
a fiiggvény folytonos —, tehat kézben van egy gydkhely.

A miésodik derivélt eldjele mindeniitt pozitiv, az x¥=2,2 pontban a
figgvényérték és a mésodik derivalt helyettesitési értékének eldjele meg-
egyezik, és igy a gyokhoz tartd sorozat elsd tagja x5=2,2. A masodik
tag

«_ V() Lon  7E8

e
1 >

xXed Y22
Meghatirozzuk )’(2,2) értékét, majd x%-ot.
Y 22)=sh2,2-1,
8 __ ,— 5,2 el
h22— et 2e e 9,025020,1108 i 8.92142 — 44571,

és igy
¥ (2,2) = 4,4521 — 1 = 3,4571.
A kapott értéket x7 képletébe helyettesitve:
0,3679
3,4571

x$=22-

=~ 2,2—0,107 = 2,093 ~: 2,1;

() =y2,1)=ch2,1-2-2,1=ch2,1-4,1,
ahol
el e Mt 8,1662+0,1225 g3 8,2887

ch2,1 =
> 2

és ezért
y(x7) ~ 4,1443 — 4,1 = 0,0443.
A megoldést az x; kozelitd gyokkel folytatjuk.

~ 4,1443,

s a2 G
2

N oRy
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Meghatdrozzuk y’(x7) értékét, majd x; értékét.

YaEH=y@21)=sh2,1-1,

ahol
etlt—e ! 8,1662 —0,1225 8,0437
shHe— s = ~4,0218,
2 2 2
és igy
¥ (2,1) ~ 4,0218 — 1 = 3,0218.
A kapott értéket x; képletébe helyettesitve:
0,0443
=2 ~2,1—-0,011 = 2,089 =~ 2,09.
4,0218
A flggvényérték az x=2,09 helyen:
¥(2,09) = ch 2,09 —2 — 2,09 = ch 2,09 — 4,09,
ahol
2% Leny 8,0849+0,1237
ch 2,09 = ~ ~ 4,1043,
2 2
ezért

¥(2,09) =4,1043 — 4,09 = 0,0143.

A fiiggvényérték pozitiv. Hatdrozzuk most meg az x=2,08-hoz tar-
tozd helyettesitési értéket!

»(2,08) = ch 2,08 —2 —2,08 = ch 2,08 - 4,08,

ahol
B8 4 o208 8,0045+0,1249 8,1294
ch 2,08 = % — - 3 b

= 4,0647;

»(2,08) = 4,0647 — 4,08 = —0,0153.

A fiiggvény folytonos €és a (2,08; 2,09) szakaszon eldjelet valt, ezért
itt gyoke van. A gydk két tizedesjegyre pontos értékének a 2,09-et fogad-
juk el.

5. Oldjuk meg az x® = x+2 egyenletet szazad pontossaggal!

Mindkét oldalt x fiiggvényének tekintve, és ezek grafikonjat meg-
rajzolva (86. abra) latjuk, hogy az egyenletnek egy valos gyoke van. A gydk
1 és 2 kozé esik.
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Az y = x*—x—2 fiiggvény helyettesitési értékei az 1 és 2 helyen:
yH)=1-1-2=-2<0.
y(2)=32-2-2=28=0.

% b
5 o
X X+2
4 /
3 i
|
2 |
|
1k |
|
—‘/o 7977 7 X
’7L 86. 4bra

Meghatirozzuk a fiiggvény mdasodik derivaltjat, mert segitségével
tudjuk ecldonteni, hogy az intervallum melyik hatdrat valasszuk x,-nak.

' =5x*—1, y”=20x3=> 0 minden pozitiv x-re.

Az x,=2 helyen a fiiggvényértéknek és a masodik derivélt helyettesi-
tési értékének elbjele megegyezik, ezért ez lesz a gyokhoz tartdé sorozat

elso tagja.
X = X __y_(xg_—_—z_ y(z) -
aliagll y@’
y(2)=28, y(2=5-2—-1=179;

28
X = 2-571 =~ 2—0,35 = 1,65.
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Az x,-hez tartozé fiiggvényértéket meghatarozzuk:
y{x) =»(1,65)=1,65*"—1,65—2 = 1,65—3,65 ~
=~ 12,23 -3,65 = 8,58.
Az 1,65 kozelitd gydkkel szamolunk tovibb.
o) _ g ¥(1,65) 4
¥ (x) ¥'(1,65)
Meghatarozzuk y’ ériékét, majd x,-t.

X3 = X3~

¥ (1,65) = 5-1,65*—1 = 5-7,413 -1 = 37,065 -1 = 36,07.
8,58
X, =1,65———=1,65—-0,24 = 1,41.
36,07
Meghatarozzuk az y(x,) értéket:
yr) =y(1,41)=1,41-1,41-2=1,41°-341
=~ 5,572—3,41 = 2,162.
Az 1,41 értékkel szdmolunk tovébb:
_y0e) y(1,41)
Yoy T LA
Meghat4rozzuk y’(1,41) értékét, majd xj-at.
¥ (1,41) & 5-1,414— 1 = 5-3,952—1 = 19,76 — 1 = 18,76.

2,162
18,76 °

a tort értékét logarléccel szdmolva:

o=l

xs=1,41—

X3~ 1,41-0,115 = 1,41-0,12 = 1,29.
A fiiggvényértéket meghatirozzuk az 1,29 helyen:

¥(1,29) = 1,29°—-1,29—-2 = 1,29°— 3,29 = 3,572 - 3,29 = 0,282.

A szamitist az 1,29 kozelitd gyokkel folytatjuk tovibb.

¥(xs) ¥(1,29)
s
Y (xs) v ¥ (1,29)

Xy = Xg—
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Meghatarozzuk »'(1,29) értékét.
¥ (1,29) =5-1,29*—1=5-2,77-1=13,85—1 =12,85;

0,282
x,=1,29—
12,85

=~ 1,29 -0,022 = 1,268 ~ 1,27;

y(1,27) = 1,27°- 1,27 -2 = 1,27 3,27 ~ 3,304 - 3,27 = 0,034.

Mivel a fiiggvény gorbéje meredek, a feladat megolddsanak az 1,27
értéket valosziniileg elfogadhatjuk; ellenérzésul kiszamitjuk az 1,26-hoz
tartozd helyettesitési értéket:

» (1,26) = 1,26 — 1,26 —2 = 1,26° — 3,26 = 3,177 — 3,26 = —0,083.

Az elojelvaltas bekovetkezett; tehdt a gyok harom jegyre, ill. két tize-
desjegyre pontos értéke: 1,27 (a fuggvényérték abszolit értéke itt kisebb).

5. Fiiggvényvizsgalat

Ha ismert egy fiiggvénykapcsolat és arra vagyunk kivancsiak,
hogy milyen a fiiggvénygorbe alakja és elhelyezkedése a koor-
dindtarendszerben, akkor az egyes abszcisszaértékekhez tar-
tozo6 ordindtaértékek kiszdmitdsa dltaldban faradsdgos és nem
mindig megbizhaté eljards, hiszen ily médon véletleniil at-
ugorhatjuk a gorbe egyes ,,kényes™ részeit (pontjait, révidebb
szakaszait). A 87. dbrdn illusztrdljuk, mennyire félrevezetd
lehet az ily médon pontokbdl megrajzolt ,kozelité” gorbe.

Ezért célszeriibb — gyorsabb és megbizhatobb — eljdrds, ha
el6szor dltaldnosabb médszerekkel, mint pl. nagysdgrendi meg-

¥
y Valodi
y ——— Kozelits'

87. abra
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gondoldsok, hatdrérték-meghatdrozdsok, differencidlszamitdsi

segédeszk6z0k, megdllapitjuk a gorbe bizonyos jellegzetes pont-

jait, szakaszait; az igy kapott felvildgositdsok alapjdn meg-
ismerjiik a gorbe hozzdvetOleges menetét; majd ezutdn sziik-
ség esetén — pontosabb dbrazolds céljdbol — kiszdmitunk
egves helyettesitési értékeket.

Adott esetben ehhez természetesen sziikséges, hogy pl. a
gorbe megfeleld szakasza differencidlhaté legyen.)

Az ilyen fiiggvényvizsgdlat dltaldban a kovetkezdkre terjed
ki (adott esetben ezek egyike vagy mdsika elmaradhat):

1. A fiiggvény értelmezési tartomdnya;

2. A tengelymetszetek, vagyis azok a pontok, ahol a gorbe

az X-tengelyt, ill. az Y-tengelyt metszi;

3. A fiiggvény folytonossaga, korldtossaga, ill. szakaddsi

helyei (polusai), és a gorbe viselkedése ezek mindkét

oldali kornyezetében, valamint a + «-ben és — oo-ben,

ill. az értelmezési tartomdny szélein;

. A lokdlis szélsGértékek (maximumok és minimumok);

. Az inflexiés pontok (konvex és konkdv szakaszok elva-

laszt6 pontjai);

6. Az eddig meghatdrozott jellegzetes pontok alapjdn a
fliggvénygorbe hozzdvetdleges menetének megrajzoldsa;

7. Ertékkészletének meghatdrozdsa;

8. Sziikség szerinti tovdbbi pontok kiszdmitdsa.

A fiiggvény fenti tulajdonsdgait a kovetkez6 médon hata-
rozzuk meg:

1. Ertelmezési tartomdny: Vizsgdljuk meg, milyen x értékek
esetén vesz fel y valos szamértéket. Sokszor ugy tessziik
fel a kérdést: van-e olyan vaiés x érték, amelyre y nem
ad valds értéket.

2. Tengelymetszetek: A gorbe ott metszi (esetleg érinti) az
X-tengelyt, ahol y=0; ott metszi az Y-tengelyt, ahol
x=0. Pl racionalis tortfiiggvény esetén y ott nulla, ahol
a fiiggvény szdmldloja nulla, de nevezéje nem nulla.
Sziikség esetén a tengelymetszeteket kozelitd modszerrel
oldhatjuk meg.

3. Folytonossag, szakadds: A raciondlis egész fliggvény az
egész szamegyenesen folytonos; a raciondlis tortfiigg-

[
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vénynek ott van szakaddsi helye, ahol a nevezd zérus
(ha a nevezd gydkhelye egyuttal a szdmldlénak is gyok-
helye, akkor ez megsziintethetd szakadds lehet; ha a
szdmldlénak nem gyokhelye, akkor tn. pélus, vagyis a
fuggvényérték + vagy — végtelenné vilik).

A gorbe viselkedése a +oo-ben és —oo-ben, ill. az
értelmezési tartomdny szélein: Tudjuk pl., hogy egy ra-
ciondlis egész fiiggvény viselkedését nagy abszolit értékii
x esetén a legmagasabb kitevgjii tag viselkedése szabja
meg; ennek alapjdn megdllapithat6 sok egyéb, bonyo-
lultabb fiiggvény viselkedése is a - oo-ben sorfejtésiikbal.

. Szélsoérték: Ennek feltételeit mdr a 1. pontban &ssze-

foglaltuk.

- Inflexiés pont: Az inflexiés pont létezésének sziikséges

feltétele: »”=0. Ha ezen a helyen y” 0 (vagy — ami
ezzel egyenértékii — y” eljelet vilt), akkor a fiiggvény-
nek inflexiés pontja van, vagyis y” 0 mdr elégséges
feitétel. ;

Megjegyzés: Ha az x, helyen y'(x))=y"(xp)=...=
=y"(x) =0, de y™*D(x,) 0, akkor x,-ban pératlan n
esetén sz€lsSérték van, paros n esetén pedig inflexids pont.

. Az eddigi vizsgédlatok alapjan lényegében felvdzolhatjuk

a fiiggvény menetét, a jellegzetes pontok kozotti szaka-
szok tulajdonsdga figyelembevételével: Ha folytonos figg-
vény minden metszéspontjit az X-tengellyel meg tudtuk
hatdrozni, akkor két szomszédos metszéspont kozotti
szakasz elSjelét meghatdrozza barmely belsd pontjahoz
tartoz6 fiiggvényérték elGjele. Ha . valamely szakaszrél
tudjuk, hogy ott f’(x) =0, akkor e szakaszon a gorbe
monoton nd, ha f’(x)=0, akkor a monoton fogy; ha
ennél valamivel tobbet is tudunk, ti. hogy 10} =0; 1l
Sf7(x)<0, akkor a gérbe szigorian monoton né, iil. fogy.

Altaldban, ha egy gorbe két szomszédos szélsdérték-
helye kozott folytonos, akkor minimumtdl maximumig
terjedd szakasz esetén monoton nd, maximumtdl mini-
mumig terjedd szakaszon monoton fogy.

Ha valamely szakaszrél tudjuk, hogy f"(x)=0, akkor
ott a gorbe konvex (dombori), mig ha valamely szaka-
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szon f”(x)=0, akkor ott a gorbe konkdv (homoru).
Konvexnek neveziink egy gorbét (gorbeszakaszt), ha
barhogyan vilasztva az intervallum két belsé x; és x,
pontjit (ahol x; <x,), minden olyan X, pontra, melyre
Xy <Xo<Xs, f(X) az f(xy) és f(x;) ordindtdji pontokat
Osszekotd hir alatt van (88. dbra). Valamely gorbe
(gorbeszakasz) akkor konkdv, ha bdrhogyan vilasztva az
intervallum két belsd x; és x, pontjit (ahol x;<x,),
minden olyan x, pontra, melyre x;<Xx,<xX;, f(x) az
f(x) és f(x;) ordindtdji pontokat Osszekotd hur felett
van (89. dbra).

. A fiiggvénygorbe alapjin megdllapitjuk a fiiggvény érték-

készletét.
y=f(x)
Y4 ) j
x X X5 e
g B o 2 88. 4bra
Y
— y=f(x)

-X
oi L ke g 89. dbra

Gyakorlé feladatok

1. Vizsgdljuk meg az y = x*+x—6 fiiggvényt:
1. A fuggvény racionilis egész fiiggvény, ezért mindeniitt értelmezett.

Ft.: —o < x <+,

2. A fiiggvény ott metszi (érinti) az X-tengelyt, ahol y=0, azaz
x*4+x—6=0.

Az egyenletet megoldjuk:

—1:V1+24  —145
2 defipisag

Tias

Xp—=25 = —3.

A metszéspontok abszcisszdja tehat 2 és —3.
A figgvény ott metszi az Y-tengelyt, ahol x=0, tehat

y=_6)

vagyis a fiiggvény gorbéje az Y-tengelyt a —6 ordinat4ju pontban metszi.
3. Mivel raciondlis egész fiiggvény, tehdt mindeniitt folytonos (sza-
kadédsa nincs), ezért csak a végtelenben kell hatdrértéket kiszdmitanunk, -

ezek
lim (x*+x—6)=+e,
X—»—oco

és
lim (*+x—6)=+e.

X—»+4co

Ha x- + -, akkor a fiiggvény x?-es tagja lesz dominilé.
4. A széIsdértéket az elsd derivalt segitségével hatirozzuk meg. Az
elsO derivalt:
¥ = 2x+1.

A fiiggvénynek csak ott lehet szélsdértéke, ahol y/ = 2x+1 =0,
vagyis az x, = —1/2 helyen. .

Mivel y”=2>0 mindeniitt, tehat az x = —1/2 helyen is, ezért itt e fiigg-
vénynek minimuma van. )

A minimum értéke:

( 1 ) AR | . 1
BRTEy T gy 0 TR
5. A figgvény gorbiileti viszonyaira a méasodik derivilt el6jelébs! ko-

vetkeztetink. A mdsodik derivalt: y"=2. Mivel ez x-tdl fiiggetleniil
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porzitiv, ezért inflexiés pont nincs, a fiiggvény gorbéje a teljes értelmezési
tartomanyban konvex.

6. A fiiggvény grafikonja az eddig szdmitott eredmények alapjin fel-
vazolhatd (90. dbra).

90. 4bra

1 -
7. A fuggvény értékkészlete a —67 €s + e kozé esd szamok halmaza.
1
Ek.: —Go My <o

A —6%— értéket egyszer, a tobbi fiiggvényértéket pedig kétszer veszi fel
a fiiggvény.

2. Vizsgiljuk meg az y = 2x*—3x—4 fiiggvényt!
1. A fiiggvény raciondlis egész fliggvény, ezért mindeniitt értelmezett:

Et.: —o < Xx<+4eo.
2. A fiiggvény ott metszi (érinti) az X-tengelyt, ahol y=0, azaz
2x*—3x—-4=0.

Az egyenletet megoldjuk:
34V9+32 _ 3+V41 _ 316,403

T il PR ST
9,403 —3,403
X = 2,351; x,=—4—z—0,851.

A fuggvény az Y-tengelyt ott metszi, ahol x=0, tehat
=—4,

vagyis a fiiggvény az Y-tengelyt a —4 pontban metszi.
3. A figgvénynek szakaddsa nincs, hiszen racionilis egész fuggvény,
tehat folytonos, ezért csak a végtelenbeli viselkedését kell megéll@pitanunk:
Iim (2x*—3x—4)=+<,
X— — o0
és
lim (2x*—3x—4) =+,

X— + oo

ui. nagy x értékekre a fiiggvény 2x* tagja a dominalé.
4. A szélsoérickekre a fliggvény elsd derivaltja jellemz6:

¥y =4x-3.
Szélsdérték csak ott lehet, ahol y’=0, vagyis 4x—3 = 0; ebbdl
3
x,=-z-.
y’=4, tehat minimum van.

(3 9 3 QA8 32 41 1

ylj—= 0. gt e s T S e T
4 16 4 BB .8 8 8

5. A gorbiileti viszonyokra a masodik derivalt elojelébol kovetkez-
tetiink :

y=4.

Mivel ez minden x-re pozitiv, ezért nincs inflexids pont, és a fiiggvény
konvex a teljes értelmezési tartomanyban.
6. A fliggvény grafikonja a 91. abran lathato.

41 41
7. A fuggvény értékkészlete — s -t6l + «~-ig terjed, és minden S -nal
nagyobb fuggvényértéket kétszer vesz fel:

41
Ek.: —?§y<+w.
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y=2x%-3x-4

..55,
o

24
b- 91. abra

3. Vizsgaljuk meg az y = —3x*+2x—6 fuggvényt!
1. A fiiggvény raciondlis egész fuggvény, ezért mindeniitt értelmezett:
Et.: —o <X <+oo.

2. A fiiggvény ott metszi az X-tengelyt, ahol y=0, vagyis

— 32t L0x—6=10;
-2+Y4-12-6 2+V-68
X33 = = 5
-6 —6

Mivel a diszkrimindns negativ, a masodfoka egyenletnek nincs valos
gyoke, igy a fiiggvény nem metszi, sem érinti az X-tengelyt.

A fiiggvény az Y-tengelyt ott metszi, ahol x=0, vagyis az y =—6
pontban.

3. A fuggvény folytonos, nincs szakaddsa. Viselkedése a végtelenben:

lim (-3x*+2x—6)=—c,
X—»—0co

lim (=3x*4+2x—6)= —ee.
X 4o

Ha x- -, akkor a fiiggvény —3x2 tagja domindl, ezért a gorbe olyan
gyorsan tart a végtelenhez, mint az y = —3x* fuggvény.
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4. A szélsoértékek az elsd derivalt ismeretében meghatarozhatok:
¥ =—6x+2.
SzElsdérték ott lehet, ahol 3" =0, ez pedig 2 —6x+2 =0 egyenlet meg-

1
oldasa: x, =?. Mivel y” = —6 <0, tehit a fiiggvénynek itt maximuma

1
van. A fiiggvényérték ezen a helyen y(—?‘—) =—-3.

2 - ¥ 2
1 =6 S s

3 3

5. A gorbiileti viszonyokra a madsodik derivalt eldjele a jellemzo:
Y’ =—6 a teljes szamegyenesen negativ, igy nincs inflexiés pont és a
fiiggvény konkav.

6. A fiiggvény gorbéje a 92. abran lathatd.

ZDL y--3x2%72x-6

-0} 92. abra

2
7. A fuggvény értékkészlete a — < és —5—3— koz€ es6 szamok halmaza:

Ek.: —°°<y§—5-%-.
3
Minden x értékhez csak egy y érték tartozik. A fiiggvény a —S5 ;ér-
téket egyszer, a tobbi y értéket pedig kétszer veszi fel.
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4. Vizsgiljuk meg az y = 5x*—4x* fiiggvényt!
1. A fuggvény negyedfoku raciondlis egész fiiggvény. Ertelmezési tar-
tomanya a valdés szamok halmaza:
Ft: —o<x<+oo.
2. A fiiggvény ott metszi vagy érinti az X-tengelyt, ahol y=0, vagyis
5x*—4xt=0; x*(5—-4x)=0.
5
Az egyenlet megoldésai: x;=0 és x,=z , mégpedig x;=0 haromszo-
ros gyoke. A gyok multiplicitisa paratlan, ezért a figgvény gorbéje az x,=0
helyen metszi az X-tengelyt. Az origé egyuttal az Y-tengellyel valé met-
széspontja is.
3. A fiiggvény mindeniitt folytonos, nincs szakadisa, ezért csak a
+ «-ben vizsgaljuk viselkedését.
lim (5x®—4x%) = —;

x—>—o0

lim (5x*—4x%) = —e. >

x->+eo
Ha x—~ + =, akkor a fiiggvény —4x* tagja lesz a domindld, ezért a
gorbe gy tart a végtelenhez, mint az y = —4x* fuggvény.
4. A szélsbértékek megallapitdsa:
Yi=k15x -16%°,
vagy atalakitva
Yy = x*(15—16x).
SzElsdérték ott lehet, ahol y'=0; ennek megfelels gyokok: x;=0,
xu= g L M:Vgel y”=30x—48x?, tehat )" (0)=0, itt nincs feltétlentl sz€lsdér-
ték. Azx= = helyen y” kiszAmitasa helyett egyszeriibb y’ eldjelének viselke-

dését vizsgilni e hely kornyezetében. Mivel y’ = x*(15—16x), tehit az
eldjelet a (15—16x) tényezd donti el. Rénézésre lathatd, hogy ez pozitiv

i 5 15
minden 16 -nal kisebb értékre és negativ minden 16 -nil nagyobb értékre.
15
Tehat az x=— helyen maximum van. A fiiggvényérték e helyen

S T TR
R ok

2 e -— = 1,03.
16) 4 409 4

.i. A fiiggvény gorbiileti viszonyait a mdasodik derivdlt ismeretében
tudjuk megadni:

y” =30x—48x2.
Inflexids pont ott Iehet, ahol y” = 0, vagyis 30x —48x% = 0; ezt szorzatta

alakitva x(30 —48x) = 0, ez pedig akkor nulla, ha x; =0; x;= E = i

AR 8
¥ g 5 5
¥ =30-96x; y”"(0)=30=0; »” §)=3o—95~ v
=—-30=0.

. ; il st s
Tehit x=0 és x=? inflexiés pont. A megfeleld fiiggvényértékek :
5
y{0)=0; y(g) =~ 0,61.

6. A figgvény gorbéje a 93. abran lathaté.

93. 4bra
'7: A fiéggvény egyértékd, €s értékkészlete — -5l 1,03-ig terjed. (A maxi-
malis érték kerekitett!)
Ek.: —~ <y = 1,03.
S¢ ._Vizs'gziljuk meg az y = x*—5x* filiggvényt:
A fiiggvényt x* kiemelésével szorzatta alakitjuk:
y = x*(x—5).

y t[t\ fliggvény raciondlis egész fiiggvény, ezért barmely x értékre értel-
mezett:

Et.: —o < x <+,

245



2. A fiigevény gorbéje ott metszi vagy érinti az X-tengelyt, ahol y=0,
vagyis
x*(x—-5)=0.

A felirt harmadfoka egyenletnek x;=0 kétszeres gyoke, mig x;=35
egyszeres gyoke. Az x—5 tényezo eldjele az x,=0 hely kis kdrnyezetében
negativ, az x* eldjele viszont barmely x-re pozitiv, vagyis a harmadfoka
kifejezés az x,=0 helyen nem valt el6jelet, tehat a fiiggvény gorbéje nem
metszi az X-tengelyt, csak érinti! Az x,=35 helyen az x—5 tényezd elo-
jelet valt (x<x, esetén negativ €s x>x, esetén pozitiv), ezért a fiiggvény
gorbéje az x,=S5 helyen metszi az X-tengelyt (x? elojele allando!)

A fiiggvény ott metszi az Y-tengelyt, ahol x=0, vagyis az y=0 helyen.

A fiiggvény tehat az origbban az X-tengelyt érinti, és az Y-tengelyt
metszi.

3. A figgvénynek nincs szakaddsa, mert racionalis egész fiiggvény,
és igy folytonos, ezért csak a végtelenbeli hatarértékeket kell kiszami-
tanunk. Ezek

lim (P*-5x3)=—o, é lim @3—5x%) =+
X — oo X—»+oo
Ui. ha x— =, akkor a figgvény x* tagja dominal.
4. A szélséértékekrdl a fiiggvény elsd derivaltja tajékoztat: y'=3x*—10x.
A fiiggvénynek ott lehet szélsoértéke, ahol y'=0, vagyis

3x2—10x = 0;

ebbdl x-et kiemelve, a hidnyos masodfoku egyenletet szorzattd tudjuk
alakitani:

x(3x—10) =0;
ennek gyokei
10
oy —0 e — e
10 10
Yy =6x—10; »"(0)=-10<0; (—3—) = 6-—3-—]0 =10>0;

10
tehat az x=0 helyen maximum van, az x:? helyen pedig minimum.

A fiiggvényértékek:

y(©0)=0;
(10) i (10)= 5(10)2 100 (m 15] 100 ( 5 ] i
il T 57 dEy 318y 31
500 14
P . SESIDY (s
27 27
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5. A gorbiileti viszonyokra a masodik derivalt eldjelébdl ko
- t ! S > o;t;lebql kovetkez-
l;mmk, a fuggvénynek ott lehet inflexiés pontja, ahol masodik derivéltja

6x—10=0;
ebbdl
ik
AR

5
y"=6+#0, tehat az x=? helyen inflexiés pont van. A megfeleld figg-
vényértek

5)-—z
yI=)=-9=.
3 27

94. dbra

7. A fuggvény értékkészlete:
Ek.: —oo < y<-+4oo,

2 N CY ;
A figgvény a —18 > -nél kisebb, ill. a 0-nal nagyobb fiiggvényértékeket
43 eg s 14
egyszer, a —182—7 €s 0 értéket kétszer, mig a -182—_, €s 0 k6z€ esd fugg-

vényértékeket haromszor vesz fel.
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6. Vizsgiljuk meg az alabbi fiiggvényt:
y = (x+2)(x*—8x+16),
ami tovabb alakitva
y=(x+2)(x—-4
Ezt az alakot mar konnyebb vizsgalni.

1. A fiiggvény harmadfoka racionalis egész fiiggvény, ezért barmely
x-te értelmezett:

Et.: —eo < x <+
2. A fiiggvény gorbéje ott metszi vagy érinti az X-tengelyt, ahol y=0,azaz
(x+2)(x—4)?* = 0.

A felirt harmadfoku egyenletnek az x; = —2 €s xp,=4 szdmok a gyokei
(x;=4 szam kétszeres gyok). A fiiggvény gorbéjének tehat az X-tengely-
lyel két kozos pontja van. Vizsgéiljuk meg ezeket a pontokat! Az x+2
tényez6 az x, = —2 pont kornyezetében elojelet valt, és igy a fliggvény
gorbéje az x; = —2 pontban metszi az X-tengelyt. Az (x—4)® tényezd az
x,=4 pont kornyezetében nem valt eldjelet, mert 4-nél kisebb, ill. na-
gyobb x értékekre egyarant pozitiv, igy a gorbe nem metszi (csak érinti)
az x,=4 abszcisszaju pontban az X-tengelyt.

A fiiggvény gorbéje ott metszi az Y-tengelyt, ahol x=0, vagyis =

3. A fuggvény folytonos, nincs szakad4sa; beszorozva
(x+2)(x—4)* = x*—6x2+32 €

lim (x*—6x2+32)=—<;

XxX—»—o0

im (*—6x2+32) = +.

X—++ oo

Ui. ha x— + «, akkor a fiiggvény x° tagja a dominalo.
4. A szélsdértékek a fliggvény elsd derivaltjaval hatarozhatok meg:

y = 3x*—12x.
Szélsdérték csak ott lehet, ahol =0, vagyis 3x*—12x = 0; ezt szor-
zatta alakitva, 3x(x—4) = 0.
Az egyenlet gyokei x;=0; 1
¥y =6x—12; Y0 =-12<0;
y'@) =24—-12=12>0;

ezért az x=0 helyen maximum, az x=4 helyen minimum van. y(0) =
= 2-(—4)* = 32; y(4)=0, amit mér elozoleg lattunk.
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tetéﬁk A gorbiileti viszonyokra a mdsodik derivalt eldjelébdl kovetkez-

Y = 6x—12.
A figgvénynek ott lehet inflexios pontja, ahol y”=0, azaz

6x—12 =0,
ebbdl

=2

Y”=6=0; tehat az x=2 helyen inflexio
- r 2 - ’ S o 5
A fliggvényérték ezen a helyen n it

y(2) = 4-(-2)* = 16.

ébra).A fuggvény grafikonja az eddigiek ismeretében felvizolhato (95.

Y=x3-6x2:32

J I X
SOl —2| D& 2 %55%6
XXy~

X;=2 95. abra
7. A fiiggvény értékkészlete a valés szimok halmaza:
Ek.: —o< Y <-+oo.
A —< é 0 kozé esd, valamint a 32-nél magyobb fiiggvényértékeket

egyszer, a 0 és 32 fuiggvényértéket két i B 5 5 fliopva
iindd B b g e e v d

‘;. Vigsgéljuk meg az y ='2_x3—6x3—2x+6 fliggvényt!
. A fiiggvény racionilis egész fiiggvény, ezért mindeniitt értelmezett:

I::t.: —o0 < X <-oco,
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2. A fiiggvény ott metszi az X-tengelyt, ahol y=0, ezért meg kell ol-
danunk a

2x*—6x2—2x+6 =0
harmad!:okﬁ egyenletet. Vegyiik észre, hogy az egyiitthaték rendre: 2
—6; majd —2, 6. Tehat a szdmok egyenldk, elGjelek kiilonbdzok és ebben
2 specidlis esetben a fiiggvényt konnyen szorzatts alakithatjuk :
2(x®*—-3x*—x+3) = 2[x*(x—3)—(x-3)] = 262 -1D)(x—-3)=
=2(x+1D(x—1)(x-3).

A metszéspontok tehit x, = —4, a1 ey —3.
A fiiggvény ott metszi az Y-tengelyt, ahol x=0, vagyis az y,=6 pont-

3. A fuggvény folytonos, nincs szakaddsa; ezért csak az x = + -beli
hatérértéket kell megvizsgilnunk:

Em  (2x°—6x'—2x+6) = —<=;

X+ —co

m (22— 6x'—2x+6) =+,

X—++4 oo

Ui. ha x~ <, akkor a fiiggvény 2x° tagja a dominal6.
4. A szélsdértékek helye az elsd derivalt ismeretében meghatiroz-

T = G -125-2,
A figgvénynek ott lehet szélsGértéke, ahol ¥'=0.
Y =6x*—12x-2=0; 3x*—6x—1=0;

6+V36+12 6+Y48 6+4V3 i
e il’6 iy ¢6}’ i i6r=1i;r’3.

2 2
X = 1+—3— V3~ 1+?-1,732 ~1+40,67-1,732 ~
~ 141,155 = 2,155 ~ 2,16;

2w
x.=l—-?l'3~1—1,155=—-0,155&-—-0,16;
D
Y =12(x—1); y"(l+—-3—-}’3)>0,
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tehdt az x, helyen minimuma van;
2
V" (1 TR ﬁ) <o,
tehat az x, helyen maximuma van.
A maximum, valamint a minimum értékét ugy szamitjuk ki, hogy a
gyoktényezOs alakba helyettesitiink:
¥y=2x+Dx-1D(x-3); *
» = y(2,16) = 2-3,16-1,16(—0,84) ~ —6,1;
¥z = y(—0,16) = 2-(—1,16)-0,84(—3,16) ~ +6,1.

5. A gorbiileti viszonyok a masodik derivalt ismeretében hatiroz-
hatok meg:

¥ = 12x—12.

A fiiggvénynek ott lehet inflexiés pontja, ahol a masodik deriviltja
nulla, vagyis ahol :

12x—-12 = 0; ebbdl = xy=1.

y=2x3-6x*-72x+6

X '
7 X
_2 i
—3 -
-[’ po
= 5 e
i 96. abra
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y”"=12>0, tehat inflexiés pont van az xs=1 helyen. A fiiggvény-
érték itt y,=0 (amit mar a gyokhelyek keresésekor is megallapitottunk).

6. Mindezek alapjan a fiiggvény felvazolhat6 (96. abra).

7. A fiiggvény értékkészlete —eo-t0l + —-ig terjed. A maximumnal
felvett fuggvényérték (kerekitve) 6,1; és a minimummal felvett fliggvény-
érték —6,1; a fuggvény ezeket az értékeket kétszer, a kozottiik levo érté-
keket haromszor, minden mas értéket csak egyszer vesz fel.

8. Vizsgiljuk meg az y = 2x*—4x*+6 fiiggvényt!
1. A fiiggvény racionélis egész fuggvény, ezért mindeniitt értelmezett:

Et.: —c < x <+ oo,
2. A fiiggvény ott metszi vagy érinti az X-tengelyt, ahol y=0, azaz
2x'—4x*+6 = 0.

Vegyiik észre, hogy a fiiggetlen valtozonak csak paros hatvanya for-
dul eld, tehat a fiiggvényériéket x eldjele nem befolyasolja, vagyis a gorbe
szimmetrikus az Y-tengelyre.

Mivel az x2=z helycttesitéssel a 2z°—4z+6 = 0 masodfokura redu-
kathaté negyedfoki egyenlet diszkriminansa

d=16—48 < 0,

ezért az egyenletnek nincs valos gyoke, tehat az X-tengelyt a fiiggvény
gorbéje nem metszi, €s nem is érinti.
A fiiggvény az Y-tengelyt ott metszi, ahol x=0, vagyis az y,= 6 pontban.
3. A fuggvény folytonos, ezért csak a végtelenben szdmithatunk hatér-
ériéket.

lim QxA—4x*+6) = +;

x>t oo

ui. ha x— «, akkor a fiiggvény 2x* tagja 2 domindlo.
4. A szélsdérték megallapitasihoz sziikségiink van a fliggvény elsd
derivaltjara:
VE— 8 8
Szélstértéke ott Iehet a fiiggvénynek, ahol y'=0; vagyis
8x®*—8x = 8x(x*—1) = 8x(x+1)(x—1) = 0.
Ez az x, = —1, vagy x,=0, vagy x; =+1 értékekre teljesil.

¥ = 24x*—8; »(-1)=24-8=16>0, tehat itt minimum
van;

¥'(0) = —8 < 0, tehat itt maximum van;

' (+1) = 16 > 0, tehat itt minimum van.
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A megfeleld fliggvényérickek:
n(=D=4; »0)=6; y()=4.

5. A gorbiileti viszonyok megéallapitasih: i iva
il Vi egillapitasihoz a mdasodik derivaltra van

Y = 24x*—8.

Inflexiés pontja ott lehet a fliggvénynek, ahol y”=0, azaz
24x2—8 = 8(3x*—1) =0,

ez pedig akkor teljesiil, ha n:——?—, vagy x5=£
3
3 =
Y7 =48x; J"[—%—— <0; y"[—?-]>0;

tehit a gorbének mindkét pontban inflexi £ *
fiiggvényértékek: i exiés pontja van. A megfeleld

V3)_#4 3
yl("‘—3— =-;—%4,9; y‘[yTJm4’9.

6. Mindezek alapjdn a fij; . < o
(97. 4bra). ggvény grafikonja konnyen felvizolhaté

y=2x4-4x%6

X G 97. ébra
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7. A fiiggvény értékkészlete 4-t8l + --ig terjed, mégpedig a 4<y<6
értékeket négyszer, az y==6 értéket haromszor €s az y=4, valamint y>6
értékeket kétszer.veszi fel.

9. Vizsgaljuk meg az alibbi fiiggvényt:

1
y=ocE =
o

1. A fiiggvény egy racionalis egész figgvény és egy raciondlis tort-
fiiggvény Osszege. Vegyilk észre, hogy ha x csak elfjelet valt, akkor a
fiiggvényérték szintén elbjelet valt, de nagysdga vdlitozatlan marad,
vagyis a fiiggvény paratlan. Az értelmezési tartomény e két fiiggvény értel-
mezési tartomanyanak kozos pontjait tartalmazza. Mivel az osztds nulla-
val nincs értelmezve, ezért a fiiggvény az x=0 helyen nincs értelmezve:

Et.: —o<x<0é 0<Xx <+, ill. rovidebb jeloléssel: x=0.

2. A fiiggvény ott metszi vagy érinti az X-tengelyt, ahol y=0, azaz ahol

x+—=0.
X

1
Az egyenletnek nincs valoés megoldésa, hiszen az x+— kifejezés értéke
x

pozitiv x értékre pozitiv, negativ x értékre negativ, x=0-ra pedig nincs
értelmezve; vagyis a fiiggvény gorbéje nem metszi az X-tengelyt.

A fiiggvény ott metszené az Y-tengelyt, ahol x=0; ez viszont nem
tartozik az értelmezési tartomédnyhoz.

3. A fiiggvénynek szakadidsa van az x=0 helyen, ezért ennek két ol-
dal4n, valamint a + végtelenben szimitjuk ki a hatérértéket :

1 1
lim x+——)=—w, lim x+—)=+~;
X

x—»—-0 x->+0 x

1 1
lim x+—) = —eo, lim (x+——) = oo,
X

x-»—oo P x

& 1
Ha x— -, akkor a fiiggvény x tagja dominél és — zérushoz tart, ezért
%

a gorbe aszimptotdja a végtelenben az y=x egyenes. Az x—+0 esetben
pedig az aszimptota az Y-tengely. y
4. A szélsdértékek az elsd derivalt ismeretében  meghatdrozhatok:

1_1 1
Y T

A fﬁgg\;énynek ott lehet szélsdértéke, ahol az els6 derivalt nulla, vagyis
ahol 1 e 0; ebbol x:=+1.

”

2
Y= S

xY

Y (—1)=—-2<0, tehat itt maximum van.
A megfeleld fliggvényértékek:

n=y(-1)=-2; y=y)=2.

5: A gorbiileti viszonyok a mdsodik derivalt ismeretében hataroz-
hatok meg.

;5 ¥(+1)=2>0, tehat itt minimum van;

¥ =‘;;-

nﬁil;e[f;dggvénynek lllxlalﬂcex:&s pontja nincs, mert a masodik derivilt sem-

x-re sem nulla. x=0 szakadasi helyt6l jobbra, vagyis pozitiv

x értékekre, y’>0, tehat a gorbe konvex. Negativ x &r fe

g st T “ g egativ x értékekre y” <0,
6. A fliggvény gorbéje a 98. abran lathatd.

98. abra

: Z.dA fuggvény értékkészlete —oo-t6l —2-ig, valamint 2-t8l + e-ig
erjed:
Ek.: —o<y=-2 é 2=y<-+eo.

- Az’y = —2, ill. y=2 értéket egyszer, a tobbit pedig kétszer veszi fel a
fiiggvény.
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10. Vizsgaljuk meg a kovetkezd figgvényt:

1
=att—.
A =

1. A fiiggvény egy raciondlis egész fiiggvény €s egy raciondlis tort-
fiiggvény oOsszege; az x=0 hely kivételével mindeniitt értelmezett és foly-
tonos; az x=0 helyen szakadasa van; paros fuggvény.

Bt.: —eo < x <0 & 0 < x <+, ill. révidebben: x#0.
2. A fiiggvény ott metszené az X-tengelyt, ahol y=0, de az<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>