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1 alakil integrandus ...........oooeonnnn... 164 Valamely adott fiiggvény hatirozatlan integralja minden olyan
Vax* +bx+c fiiggvény, amelynek derivaltja az adott fiiggvény.
Legyen egy fiiggvény derivaltja 2x. Hatirozzuk meg az ere-
HATAROZOTT INTEGRAL deti fiiggvényt! Mint el6z4 tanulmanyainkbdl tudjuk, az eredeti
fiiggvény, amit differencialtunk, lehetett pl. y=x2. Ha bar-
VIL Alapfogalmak ..........c.eeeeernnnssennnnenssnneenn., 167 mely olyan fiiggvényt differencidlunk, amely ett6l csak egy

konstans OsszeadandSban kiilonbozik, a derivalt szintén 2x.
Belathato, hogy az Osszes olyan fiiggvény, amelynek derivaltja
2x, csak y=x2+C n]ukn Iphpf nhnl C fpfq7n|pm=q valds szam.
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1. A batdrozott integrél fogalma &s f6bb tulajdonségai ....... 167
2. Egyszerfifeladatok .........ooeeieieanneennannn . 169

valtozdju és értéki fuzzzvenvekkel foglalkozunk.)
Altalaban: Az F(x) fuggvényt az f(x) fiiggvény primitiv
fiiggvényének (hatdrozatlan integrdljanak) nevezzik az (a, b)

2. Integrélds helyettesitéssel .........coveeereneninnnnnnn.. 186 . . - : :
véges vagy végtelen intervallumban, ha differencialhdnyadosa

IX. Improprius integral .. ............c.ooeeunsinnsonnenn. . 194 (derivaltja) ezen intervallum minden pontjiban f(x). (Az (a, b)

1. Végtelen integralasi intervallum ......................... 194 intervallum lehetf (x) teljes értelmezési tartoménya ls)

2. Nem korlatos fiiggvények improprius integrdlja ........... 205 Jelolés:

dF(x

X. A hatdrozott integrél alkalmazéisa .......................... 213 ha f(x) = —(—) = F'(x), akkor f J(x)dx=F(x).

1. TeriiletszAmMitdSs . ....oovuvntvntervnen e nnnenn s, 213

2. Iyhossz-sZAmitds .. .......oviiiiiiiiiiiii i, 245 Az integraljel mogdtt all6 fiiggvény az integrandus.

3. Forgastestek felszine ......oviuierinene e, 268 Legyen az f(x) fuggvény valamely primitiv fliggvénye F(x);

4. SUlypontszAmitds ..........ceeerein i 287 akkor F ( r\_l. Cig prlmlhv fnrmvnnvo f [ v) -nek:

5. Térfogatszdmitds .............ccoueuunn.. .. eeereannaa. 300

6. Numerikus integralds ..........oveeeeennerinennnnnn, 318 [F(x)+Cl = F'(x),

7. Fizikaifeladatok .............ccovieonesininnnnnnn. 349

mert Z—S = 0, konstans derivaltja nulla.

Valamely f(x) fiiggvény primitiv fiiggvényei koordinatarend-
szerben 4brazolva gorbesereget hatiroznak meg (1. 4bra).
Az XY-sik barmely olyan pontjin, amelynek abszcisszaja f(x)
értelmezési tartomanyahoz tartozik, 4thalad egy ilyen gorbe.
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X 1. dbra

E gorbék egymasba parhuzamos eltolassal atvihetSk. Vagyis

a goérbesereg minden egyes gorbéjének ugyanaz az értelmezési

tartomanya, értékkésziete pedig F(x) értékkészietén kivii C

gyeilemo eve—3a 3 a " a
— vénytezentil a konstans feltiintetésével jeloljiik:

értékétdl is fiigg.

y=[fxdx = F+C.

Ha a primitiv fliggvények koziil egy bizonyosat keresiink,
akkor annak egy pontjit meg kell adnunk. Legyen ez a pont
Py(xo; ¥0). A pont koordinatiinak ismeretében a C konstans
értékét egyértelmiien meg tudjuk hatarozni.

Legyen az f(x) fiiggvény primitiv fiiggvénye:

y = F(x)+C.

Ebbe P, koordinatait helyettesitve, C az alabbi médon fejez-
hetd ki:

Yo =F(x)+C, C=y,= F(xy).
A feladat megoldasa tehat:
Y = F(x)+[yo— F(x)].

Igazolhatd, hogy ha egy fiiggvény valamely [a, 5] intervailum-
ban folytonos, akkor ott van primitiv fiiggvénye.

8

fiiggvények keresése, bizonyos értelemben a differencilis meg-

aSa. A G v § aid a ZCI10 AZ01N034 altalapan

— mincs ,rutin modszer”, amellyel adott figgvény primitiv figg-
vényét megtalalhatjuk, sét viszonylag egyszeri alakd fligg-
vényekre sem bizonyos, hogy létezik zart alak primitiv fliggvé-
nyiik (ilyen pl. y=e~*"). Viszont az elemi fiiggvények differen-
cidlhinyadosanak ismeretében, az integralasi szabalyok és né-
hany gyakran célravezetd fogas segitségével nagyon sok fligg-
vény primitiv fiiggvénye meghatarozhatd.

A hatarozatlan integral két fontos tulajdonsigat emlitjiik meg:

1. Ha egy (a, b) intervallumban — amely lehet véges vagy
végtelen —

akkor az (a, b) inter

” o 7 r 7

[ 1) £ dx = Fx)+6()+C.

Az Bsszegfliggvény tehat tagonként integralhatd.
2. Legyen c tetsz8leges szam, akkor

[ fxydx=c [1(x) ax.

A c allandé szorzétényezd az integraljel elé kiemelhets.

Azgkat az integralokat, amelyeket valamilyen elemi fiiggvény

, raloknak ne-
vezziik.
a) f dx = x+C.
X+l
b) f x"dx = — +C, ahol n barmilyen egész vagy tort




i= U és 15:7 a Sm.ba'y*
lehet, de n> —1 (mert akkor n+ i

''''' ocon alkalmazva, értelmetlen kifejezést kapnank
mechanikusan aixaimazy

[ Y ol

<) jl%’f = Im[x[+C-
Ellendrizziik az integral helyességét! Legyen x>0, akkor

1
[ln|x|+C] = [Inx+C} = =

ha x<0, akkor

finfx] +CY = [In (=) +CJ = —— = +.
d) fe dx = e*+C
= a

lng >~
id) fsinxdx:—cosx+C.
g) fcosxdx:sinx-i—C.
)fcosx tgx+C.
i) [«..«2 = —ctgx+C.
¥)) lj—icz = arctgx+C.

+

1
k) —iji‘-——arthx+c——ln "+c ha |x| < 1;
1—x%
dx

+

_[1 == arcthx+C——lln al 1+C ha |x| > 1.

2
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A

AZ —— Iuggveny tehat olyan filiggvény, amelynek 1-nél
LA
Klsebb es l-nél nagvobb absznluf értéku szamokra mas a pnm,

megadjuk mmd a két megoldast.

D) [shxdx=chx+cC.

m) fchxdx =shx+C.

ik
n) _/‘*ch:cx = thx+C.

f dx
0) =—cthx+C
7 , Sh2 x willi T
v
Yol i

D) J T =arc biux‘-i—C.

dx —
r =arshx+C =In(x+Vx2+1)+C.
’fm? (et 1+ 1)

s) ‘/‘V—d_x&—l =archx+C = :l:ln(x+]/x2—1)+C.

Gyakorlé feladatok
1. Hatérozzuk meg az y=x® fiiggvény Bsszes primitiv fiiggvényét!
xG
f Mdx =24
6
o ' 6x8
Préba: |—+ C] = < = X5,

A tovébbiakban a préba elvégzését az Olvaséra bizzuk.

2 x'*dx—x-2+c— 1+c
) ) T2 )

i
=




;1= ':_ X Wal 21/“51/‘_._2‘\' \._l-C‘i
3 l}’xdx=]x‘dx=—3:—+(,=—;—y,\—r\,—3”,.,
2
¥ 3
2 3 338 __
4. f}’x”dx—fx"dx-—x? C=-5—}’x°+C=——-x}/x2+C
3

3
1 -1 2 44
5. f——dx: x‘dx=i§—+C=?}/x3+C.
4

Az eddigiekben olyan fliggvények integraljat hataroztuk meg,

. T P
amelyek hatvany alakba irhaték voltak. Most olyan fiiggvé-

nyek integraidsaval fogiaikozunk majd, ameiyek az eidbbi ti-
iké Gk vissza

~ 1 s = = x
[x%av =" cc-2Va.ec_> Vi e
J X ﬁTu—éya-rp—‘xyx-f-b
5
]/ 3 _ 11 L 2
9. y=Fx¥x=(xx7)T=xTx® = x® = &3
5
3 x3 3 s 3
fx’d\=—5—+C=?Vx—5+C=?xVF+C
5

]] 5 11 11 6 9
xfx  (eex3)T xTx® 4B 4% 4 2

N 3+2

Vil 3 fo1 1
6. jVEVthx:jx?x?dx=ijd\-=

11

5

+ x$ 6 ¢ 6 5.
=fx ¢7'X='F+C=—VF+C='1—1.\’}/X°+C.

11
6
Vo .
7. y=;—. Azintegrdlando fliggvényt elobb egyszeriibb alakra hozzuk
Vx
és csak azutan integraljuk.
1
Yx x* =2 1
;— ==X 8 = x°
Yx x*
Z
o 1 x@ 6 6 6 S;
jx“dx =—+C = —VF+C = ——xﬂ-}-C.
7 7 7
6
X X L
8 y=5"—"= — =X 5
12

X
= = —_ —_ — 430 __ 5
10. y " T =—g—=7-= = x 90 _x:la
'/x x* x8 x* x30
i7
d .3_ x-l? 1513 15 15
rxxsd" — FC =Y C =V C
J 17 17 4 + ~ 19 rx =
L 7 17
1

Az integra_ndus Osszegfiiggvény, ennek hatérozatlan integrilja a tagok
hatdrozatlan integriljinak osszege.

3x - 3 1
(Bx*+4x%)dx = —4+4 —+4+C=—x5——1C.
f 5 —4+ 5 x‘+c
o _ - _ 1
12 p =Y2e-3Yx = (¥2-3)Vx = (y2-3) 7.
3
. l'r./: A\ % r0= ,\_l‘ -;— N (V§—3)x?
JU/- J)x dX—U’Z—J)jx dx——3—+C=

2

= 2 (2-9xriic

. I:I_a quan tortfiiggvényt kell integralnunk, amelynek szim-
laléja tobb tagi és nevezdje egytag, akkor a szamlalé minden

tagjat osztjuk a nevezdvel, és az igy kapott hatvanyfiiggvényt
mtegraljuk.

[y
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Co=2-

SIS
NS

A feltételt is kielégitd megoldas tehat

3
f(x) = ?x‘z—ll,S.

’A fuggvény gorbéje — mint errdl behelyettesitéssel kénnyen meggy6-
szhetiink — étmegy a P,(3;2) ponton. Barmely mas C értékre kapott
primitiv fiiggvény gbrbéje nem megy 4t a P, ponton!

= —FX
7
s_ 2 18§
4_4x3+2)x  x® —4x® 42415 8 1 A
Vxt x®
21‘ 16 8
f 18 1 21) X5 x5 45
J x5 —4x542x B)de="——-4"_192" -
T 21 - 16 8
5 ) 15

K15 &
5 5% 5

55__ 5 1 5 5 5 5 155
= —— 21 16 —_ 8 C= 4 ___x3 —_— 8 C.
21}/x 4l/x +4 Vx+ T Vx 2 }/x+4 Vxt+

A tovéabbiakban olyan feladatokat oldunk meg, amelyekben
a keresett primitiv fiiggvény egy pontja adott, és az ezen a pon-
ton athaladd fiiggvényt keressiik.

15. y=3x; P,(3;2).

A feladat tehdt a kovetkezd: Hatdrozzuk meg az y=3x fiiggvény primi-
tiv fliggvényei koziil azt, amelyik a koordinatarendszer Py(3;2) pontjan
halad at.

A fluggvény hatdroztalan integrilja:

r 3x?
[ 3xdx = =—+cC.
J 2

A feltételt kielégits fiiggvény legyen:

3x2
f(x) = ’—2—+ Co.

Mivel f(3)=2, ezért
3.3
2

2::

+C09

-
+~

Mivel Fy(4)=1, ezért 1=y4+C,, ebbél
Co=1-2= —1,
Tehat
Fo(x) = Vx—1
a keresett primitiv fiiggvény.
1

7
R/

99— . ’ .
y=-—=; Po(-3; 4.
y

2¥x

A hatérozatlan integral ismét az F(x) = Vx+C fuggvény lenne, de

. 1 Y
—mivel semaz y= W:, sem az F(x)=} x+ C fuggvény nincs értelmezve
X
negativ x értékekre, nem létezik a feltételt teljesitd primitiv figgvény.

Valamely integralasi feladatot tehat akkor tekinthetiink meg-
oldottnak, ha azt is megadjuk, hogy a megoldésul kapott pri-
mitiv fiiggvénynek mi az értelmezési tartoménya. Az értelmezési
tartomany meghatarozasat iltaldban az Olvaséra bizzuk.
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tiogetlen valtozot nem mindig x-szel,
=° ieloljiik. Most egy
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ényértéket pedig nem mindig y-nal j

£ 1.

A feladatot egy iépésbe_n nem tudjuk megoldani, hiszen nem szerepel az
alapintegralok kozott. Ezért az integrandust ismert trigonometrikus Gssze-
fuggesek felhaszndlasdval trigonometrikus vagy més alapintegralokra igyek-

sziink visszavezetni.

___ fizikai feladatot oldunk meg, a fizikaban

s vonalti mozgas pillanatnyi sebes-

A 5 eneé N
18. Az egyenletesen valtozo, gy =0 idopillanatban a testnek nincs

5 o ovd =at, ha a 1= ; .
ﬁi‘?é;gg%?fé‘;ef-uﬁivg?ynf v ;I. sebességoet, a a gyorsulast, ¢ az id6t jelenti.

| . id5 figgvényét! Legyen
p ltal megtett s utat mint az idd figgvényét! Leg

Hataiozzfllczn:g Ezte;tZta jelenti, hogy az idomérés megkezdésekor a test

;(?3;ai‘l)<;zési p'onttél — pl. a koordindtarendszer kezdopontjitél — 12 m

tévAo]zsang: I:’Il?:llt az id6 fiiggvényét, a sebesség—ido fliggvény hatarozatlan

jntegralja adja mesg.

at?
s—_.—fvdt =fatdt=-2-—+C.

A C konstans értékét a feltételbodl hatarozzuk meg:

, sin? x 1—cos?x 1
tg*xax=f dx=f————dx=f —1fdx =
cos? x cos? x cos?x

1
:f dx—fdx = tgx—x+C.
cos?x

24, f ctg? xdx =? Az integrandust 4talakitjuk:

cos?x 1—sin2x 1 o
f - dx =f.¥dx =f - dx—jdx=—ctgx-—x+C.
sin? x sin? x sin2 x

a-0
12 =—+C, vagyis C=12.
2

t2
s=2 112
2

Ez a fuggvény a tetszbleges a gyorsuldssal, de nulla kezddsebességgel,
az orig6tdl 12 m tavolsagbdl induld pont mozgasit adja meg.

Ezutan a tobbi alapintegral felhasznalasival megoldhatd
feladatokat térgyalunk.

5x
19. fsx =2 +c
ln5+

e — 2 f o% dp = 2074
20, f2erdx =2 [e*dx = 27+ C.

=—6cosx+5sinx+C.

x

2
2. f(5-2"+4sinx—3cosx)dx =5 —-dcosx—3sinx+C.
n

23, [tg?xdx =2

sk
[~}

f cos2x—35 r cos?x—5
25a 44X = d“ =
J 1+cos2x J sin? x+cos? x-+cos? x —sin? x
P cos?x—35 pdx  p 5 x 5 :
=] ——F—dx=| ——| ——de=———tgx—-C
J 2cos*x J 2 J 2costx 2 2
1+cos 2x sin? x +cos? x4+ cos? x —sin? x
. [Lremze, g , =
cos?x—1 —=sin® x
cos?x Y N P
=“2f : dx:—chtgzxdx= :
sin?x
=—2[-ctgx—x]+C = 2ctgx+2x+C.
5 cos 2x 5(cos? x —sin2 x
27.f——_ d = [ xmsinty) L
sin x4 cos x sinx+cos x

= Sf(cosx—sinx)dx = 5sinx+5cosx+C.

A hatérozatlan integral C kon

szamegyiitthatéval megszorozni,
_ konstans lehet

1
oviiiiiiycil

tetszGleges

E.
w
([ﬂb
=3
Q
]
8
g
& 5

3 7 7
28. f( - dx = 3tgx+—ctgx+C.
cos?x Ssin®x 5

Most hiperbolikus fiiggvények integraljat hatirozzuk meg
gy, hogy eldbb — ha kell — az integrandust alapintegralla
alakitjuk at.

2 Integrilszdmitds




29. [(@shx+2chx)dx = 4chx+2shx+C.

s [ ax=—s5anxiC

J sh®x

31

f VZ dx = '/EthX"l‘C.
ch?x

)

32, [Sthrxdx =?

sh2 x 24 = ch?x—1 it
Mivelth”x:cl.lmx,és sh?x = ch®x—1, ezér

ch?x—1 dx
_s Xzt 5f _5/', -
fSth"‘xdx 5f' o dx —

= 5x—5thx+C. .

~ arh? . A}lshgx
33, lethtxde= | 2= [ 2T dx =
e g e re J sh?x J sh?x

3, [ : dx = l_ ,l' . dx = l,_ arc sin x+C.
J 4y5 5% 4y5¢ yi—x 4ys
p 1 a 1 1+ o 1

38 | (6+6x?) %dx= | — _gx=-—_| de—
J J Verexn V67 yiza

1 1
=—arshx+C=—hGE+y1+2)+C =
Y6 V6

: .
= 7:][1 C,(x+Vl+x’),
6

ahola C= % In C, Bsszefiiggés felirdsdval a tetszéleges konstans tag he-

lyett a logaritmus argumentuméban tetszdleges szorzbtényezd 1ép fel.
f_s S 1 o [F® hax<],

3s. |

UF,(x), ha |x| >1.

A ff!gg—VGHy—ha{&fOH&aﬂ—lﬂtegré-lja—két—ﬂjg' A i j iggvény.

14 %

r dx r
= dx= —cth C.
J sh2x+.l 5 xFx+

chix—2
R it M
M fch2x+l N

Mivel ch?x—sh?x =1 és ch2x = sh® x+ch? x, ezért

d fchzx—zd
= —_—ax =
o 2chix

ch?x—2
f (ch? x —sh? x)+ (sh? x4+ ch? x)

dx dx x
= | —— = ——th C.
f2 fch”x 2 x+
» 1

ch?x—shx

2 1

dx=r

s | — L T dx
J shx+chx J shx+chx

= [(chx+shx)dx = shx+chx+C

_..5 .
36. f dx =? Az integrandus — kiemeléssel — alapintegralls

2+4+2x2
alakithatd.
> 1 d. 5 tgx+C
- x = ——arctgx+C.
2J 14+x2 2 £

18

; 5 Xz A
F(x) = Tarthx+c=—8—luljx+c, ha x| <1;

5 5 1
F,(x) = :ar cethx+C = ?lnj:%l+C, ha |x| >1.

Ellenérizziik a megoldas helyességét!

F{(x) = [ilnlic+c] 3 1mx -0 1-14x)-(=1) _
81 8 1+x (1—x)?

—-X%
_ 3 I-x 2 5 1

8 1+x (1—x)2

| v
.
It

Az Fy(x) fiiggvény derivaltja valdban

4 1—x*’
értékekre van értelmezve, mivel kiilonben a logaritmus argumentuma 0,
tiv

Meghatdrezzuk az F,(x) fiiggvény derivaltjat. Természetes, hogy a deri-
vélt csak azokhoz az x értékekhez tartozhat, amelyekre F,(x) értelmezett.

5 x+1 T 5 x=1 (x=1)-1—(x+1)1
Few=|2n"ic|-= -
) [8 =it ] 8 x+1 =1y
5x-1 -2 5 -1 5 1

T8 xt1 -1 4 o1 a1-x"

19




__y};——ax =
40. jl =) Var—4
B 1. Bevezetés

}/3[ 1 =E rchx+C. - . . Lo
Y1 2 Ha egy adott fiiggvény integraljat — primitiv fiiggvényét — ke-
s 1)—1 ressiik, akkor feladatunk abbdl 4ll, hogy az integralandé fiigg-
4L . +Dh-1 vényt — ha az nem alapintegral — igyeksziink azonos atala-
»+1 x*+1 kitasokkal, valamint az eddig ismertetett és a tovabbiakban is-
1 mertetendd integralasi szabalyok, mddszerek felhasznalasaval
= f dx— f T dx = x—arc tgx+C. ugy 4talakitani, hogy egy vagy tobb alapintegralt kapjunk. Ezt

a célt sokszor tobbféle mbdon is el lehet érni.
A legegyszerlibb esetek azok, ameiyekben néhany azonos
atalakitassal érhetiink célt. Tlyen példikat miar az el3zd fejezet

’ 14 z s
—F&ng‘alﬁssrsomnﬂﬁﬁegﬁldoﬁunk.—

2. f(ax+ b) alaki integrandus
Differencialéssal ellendrizhetd, hogy
ff(ax+b) d F(ax+b)

ahol F(x) az f(x) fﬁggveny primitiv fiiggvényét jeloli.
Ugyanis — a kozvetett (Osszetett) fiiggvények differencialési
szabalyat felhasznilva —

+ C’

[ Bf v 1 BY 1 L/ (e 1 LY
L'\uJV'I'U} y A \ AT U , )
Il 2 —+VJ| = P a= F'ax+b)=f(ax+b).
—— Gyakorlé feladatok
(3x+2)4 1
3x+2)3dx = C=—@Bx+2+C.
f(”)x 4.3 Tl
A ‘megoldas helyességét differencialssal ellendrizziik:
1 7 4(3x+2)%-3
— (3x+2)+C — = (3x+2)%
"[12(x+)+] 5 ( +)

[3%

<
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3. f"(x)f"(x) alakd in

Differencialjuk az alabbi fiiggvényt:

>

. __ 4 Y—r
16+ C = — (Tx—16) Y7x— 16+ C.
Y(7x—16p*+C 35(

(—3x+4)73

dr = [ (~3x+4ds =

i
J R |
9(—_3x+4)3
(=3x+4)

C.

fn+1(x)

aip +C (=1

Vi P SN GRS VALV i(c NP
[—n+l +C] = w1 = f"(x)f ().

Ebbdl kovetkezik, hogy

ff"(x)f’(x)dx =f"n+—;(f)+c (n = —1).

nek specialis esete n= 1, vagyis

r £2(x)
JS(x)f (x)dx =J-——2\—’+C

b

2-3x 2-3x
2-3x = — C = — +C.
fs @ =—3hms T 3Ins

—cos (6x+4
cos(6x+ )+C

f sin (6x+4)dx =

fcos(—4—5x)dx =

sin (—4 - 5x) sin (—
-5

+C=-

r 1 ctg (3x+2)

El8sz0r az utdbbira, azutin az elGbbire oldunk meg felada-
tokat. Sokszor gyakorlott szem kell annak megallapitasihoz,
hogy az integrandus ilyen alakd, ill. hogy egyszerii atalakitasok-
kal ilyen alakra hozhatg.

Gyakorlé feladatok
1L [x@c+d)de=2?

Mivel (2x*+4)’ = 6x?, tehat az alabbi atalakitdst végezziik:

10.

11.

12.

22

i
dx=— """ 1C=——ctg(3x+2)+C.
sin? (3x+2) 3 3

5 S5tg(—6x+4)
f dx = g (

5
X +C=——tg(—-6x+4)+C.
cost (—6x+4) -6 6

h(2-7.
ch( x)+

1
=——ch(2-7x)+C.
— C > ch ( )

fsh(2—7x)dx=

[o@ostydr = -~ [oxr@wsdyar = ~ D
= — -+ X = — +V'
Jx( +4) dx 6Jx'"'"’"x < >
1 2
= 5(2x3+4) +C.
Ellendrizziik a megoldas helyességét!
1 7 2(2x344)-6x2
—2x*+4)24+C| = (;)- = x2(2x%+4).
12 12
. . . sin? x
2, fsmxcosxdx =fsmx-(smx)’a'x = +C.

[
W




o 1 In?x
3. , dx =
- J

X

r sin x

w| e

1
a. [@etapade=—

6 6

1@+d° o 313(2x3+4)6+ C.

Ez mar az 4ltaldnos esetre volt példa! Ellendrizzitk a megoldds helyességét:
6(2x3+4)%-6x*

1 oy o @D X2(2x3 + 4)5.

A tobbi feladatmegoldas helyességének ellendrzését az Olvaséra bizzuk.

3
~ - 1 » 1 (6x3+4)’ _
5. Jl,x21/6x3+4 dx=——l 18x~(6x3+4)‘ dy =2 ————*+C=

—
OO

| W

S ’—3—dx=,>ulV( 0sx) ®dx =
- Ycos?x -
- l -
] -2 cosx)? 3
=—f(—smx) (cosx) 2dx =—l—(-—-——1)—+CJ =—3}cosx+C.
3
sin® x sin’ x 1 tgs x
10./ dx=f - d=ft5 dx = 22
cos” x cos®x cos®x x g xc052 o 6 +C
arc tg x)? 1 tg x)®
11. -g-——g—?-dx=f(arctgx)2 dx = (arc tg x)
1+ x2 14 x2 3
(G5 I
4. —— aiaku iniegrandus
JX)

— | —
= —Y(6x*+4P+C = — (6x3+4) Y6x°+ 4+ C.
27V(x+ )2+ 27( )

&

1 -1
j‘_xddx - _fzx(x2+6) 2 dx =
"/x2+6 2
1 (x2+6)

ST +C =Yx*+6+C.

1
2

1
2

=
<~ﬁ
o
E3
~
-
|
aQ

8. fsin‘x sin2xdx="1

Itt el8szor trigonometrikus 6sszefiiggés felhasznalasaval igyek-
sziink a kétszeres szdget kikiisz6bdlni.

fsin4xsin2xdx = fsin‘stinxcosxdx = 2fsin5xcosxdx =

sin® x
6

1
=2 +C=?sin°x+C.

24

Differencialjuk a kovetkezd fiiggvényt:
In|f(x)|+C.

_fF®

fx) -

Ez egyszerlien belathaté kilon f(x)=0 és kiilén f(x)<O
esetére.

Ebbdl kovetkezik, hogy

[In[f(x)|+CT =

[ (%)
| ——=dx = In|f(x)|+C.

J (%)

Gyakorl6 feladatok

2x
fx2+7 dx = In (2 +7)+C.

Ha a nevezd barmely x-re pozitiv, akkor felesleges kiirnunk az abszolat

érték jelét!
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r 5x? o v e s sre als aodue Liemaldssel i1l bG- 5. In
i dx =7 A nevezd derivalija 3x?% ezt Kiemeiesses, 1 00O £ ! ttesitésse
J x*+4 .
vitéssel atalakitjuk az integrandust:
o ~_92 8
5x* ] X 9 3
= — dx = —In|x®*+4|+C.
x*+4 dx 3J x°+4 3 y = dF [u(x)] . du(x)
. _5si 4 du(x dx ’
3 __ifﬂi_ x=—-;i- 5—§—s£%dx=—?ln|5cosx+4l+c. )
. cos x . .
Seosxt4 ill. rovidebben felirva
f _ 582X . _9 A nevezd derivaltia: (sin?x+12z) = o
sin? x+ 127 , u , )
—2sinxcosx. A szamlalot atalakitva: sin 2x=2sinxcos x. y = . poi S, ahol F'(x) = f(x).
5 sin 2x 2sinxcosx - o .
f sin? x+ 127 dx = stin2x+ 127 dx = 5In (sin® x+127m) + C. Ebbdl kovetke21k, hogy
p —sin2x . . o P P .
3 —_—dx =" A nevezd derivaltja: (5+cos?*x)” = ' | trrvres o | dF du |, f. o
~J 5+4cos*x | J XU x)dx= | ————dx=| f(u) du= Flu(x)] + C.
. J J Gu—ax J

sin 2x A fentiek alapjan kdnnyen belathaté a kovetkezd szabaly:

mdx = In (5+cos® x)+C. I—!'a.l egy olyan szorzatot kell integralnunk, amelynek egyik ténye-
1 zGje egy kozvetett fiiggvény, masik tényezGje pedig e kozve-
o — tett fuggyény belsd fiiggvényének derivaltja, akkor a belss fiigg-
f prve vl Brve dx = Intg x|+ C. vényt j vélgoz‘éval helyettesitjiik, majd 1gy integralhatunk,
1 mintha a belsé fuggvényﬁnk lett volna a fiiggetlen valtozo.
L So}<sgor ‘nem !a’thatc’). kézvetleniil, hogy az integrandus ilyen
. f x f SINX e — _Injetg x|+ C. alaku, ill. 4talakitssal ilyen alakra hozhaté — és még ha ilyen
S xclex ctex alakra hozzuk, sem biztos, hogy integralhaté fiiggvényt ka-
sin x —sinx punk —, mégis érdemes behelyettesitéssel prébalkoznunk, mi-
8. [tgxdx=[ dx = — [' —— dx = —In [cos x|+ C. vel az — f6leg bizonyos gyakorlat szerzése utin — szamos eset-
J J cosx J cosx ben eredményre vezet.
) i Mas esetekben bizonyos tipusi helyettesités mindig céira
. /‘ . vezet. Ezeket késGbb targyaljuk.
9. [ dx = | ——dx = Inllnx|+C. ité 4bbi-mé i
J xInx J Inx dt . 7
1 = u'(x), és igy u’'(x)dx = dt, vagyis
2 __
10. f(x—’-T)lar_th:dx =-/-:rth1x dx = Inlar th x|+ C.
; \ Jrwew@as = [r0yar = Foy+c.,

e’x
11,f ~__dx = Inje**+3]+C.
e**+3

ahol most mar visszahelyettesithetjiik ¢ =u(x)-et.

[ ]
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4. I’e“"”dx =9

+—4 dt
Legyen 5x+4 = ¢, ekaLx=—sés dx = —
5

Ezt a feladatot mér a 2. pontban is megoldottuk, de most alkalmazzuk

a helyettesités modszerét.
Mivel hatvany integraldsa igen egyszerti, ezért legyen 3x+2 = t, vagyis
t—2 , dt
.\‘=—3—’, tehat dx = —3-.
Vagyis

1 1 1
sdx = — | 13dt = — 124+ C = — (B3x+2)*+C.
f(3x+2) dx 3[’ di=3gitC=qOd

4
2. f V7x—16dx =? A feladatot helyettesitéssel oldjuk meg.
J

t+16 dt

1 1
f85x+4dx=—5.‘/‘etdt=.5_et+c=%e5x+4+c_

5. f3""7dx -9

t
Legyen 4x—7 = ¢, ebbdl x = +T7 és dx = th

1 1 33 4x -7
[arax = Tfs*dz -2 =" ¢

Legyen 7x— 16 = r. vagyis x = ,ebboldx—= =

7

4 1 4 1 1 4 5
fV7x—16dx=—thdt=—fz4dz=»—t4+c=
7 7J 7.5
4 s 4
=§(7x—16)4+C = 3—5}'(7x—-16)5+C=
4
= 5-5-(7x—l6)v7x—16+c.

3. f(—_—'—l—.dxz?

_4-r
I

fa%-;ﬁ;dx :f(_3x+4)—‘dx =—ft-4fi3i=

1oy LIPS U SPDSIS S B
’_?f’ A=y Ly e T s T T T ay

28

4 In3 4In3
P
0. Jo""Tdx =7
. . t—2 2t dt
Legyen 2—3x = ¢, ebbdl x =—3 =——,é dx=——
— 3
1 1 s —52-3=
53¢ gy =——f5'dt = 4C=
S/ 3 3ms 3ms ¢

7. [sin(6x+4)dx =2
t—
Legyen 6x+4 = ¢, ekkor x = T4 és dx = d-6i

. 1
fSln(6x+4)dx = —fsintdt = c=

cos (6x+4)

l .
fc/os(-4—5x)dx =—-5—fcos tdt =—¥+ =

1
=-3sin(-4-59+C

29




0. [——o—dx =1
©J S xr2)
=2 - dt
Legyen 3x+2 =1, ebbdtx—= 3 és dx = 5
1 dt 1
R B
sin? (3x+2) 3 sin® ¢ 3

1
= ——;ctg (3x+2)+C.

0, [ dx =7
cos?(—6x+4)

4—1r | —dt
Legyen —6x+4 = t, ebbdl x =—c és dx = <
r 5 5 p o4t S
l—-—-—————-_,_x =———" =——tgt+C =
J cost(—6x+4) 6J costt 6

13. Az el6bbi feladatot Altaldnosan is megoldjuk:

[asa=
ar+xt

a’-et kiemeljiik a nevez6bél:
1 dx .
2 2 °
(B
a

x
Legyen — = 7, ebbdl x=ar és dx=adt.

[ I [ aadr I/ dt

5
=—-—6-tg(—-6x+4)+C.

1. [sh(@-7x)dx =?

2—t¢ dt
Legyen 2—7x = t, ebbél x = — és dx = —-

1 1
fsh(2—7x)dx =—-7fsh dt = ——cht+C =

h(2-7
__alemm ( x)+C.

Jatre @) 14p o) 15 T gHCRICS

X
= —arctg—+C.
a a

dx
14. f m— =7 Az integrandus nevezdjébol 36-ot kiemeliink, igy

érjiik el azt, hogy a tort

alakra hozhaté.

1422
f dx 1 /- dx 1 dx
36+16x2 36 (4x\3 _—gf 72 \2°
J 1+1— J 1+ 241
\6) \37)

2x 3
Legyen — = ¢, ebbfl x = —¢ és dx = -g—dt.
=4 “ A

7

r . . 1 L. .
12. | ——— =17 Prébaljuk meg az integrandust —— alakra hozni

J 254x* -

Ehhez elébb kiemeljiik az integraljel elé a nevezébdl a 25-6t:
dx _ 1 ax
25+x* 25 (x 2’
+(5)

x
Most az 5 = t helyettesités vezet célhoz.

x=5t é dx=5adt.

(93]
(=}

i dx 1/2 1pd 1
36+ 16x2 36 1+ —‘24 1+ —2—43rctgt+C_—_

D eeZic
= —arctg—+C.
22T

31




17. A fenti tipusa 4ltalanos feladat:

I dx 1 s dx

Az integrandust @® kiemelésével alakitjuk at:
f dx 1 dx
T R bx\2
a*+bix a f 1+ (__]
a

a
Legyen 2% — 1, ebbdl x = 2 és dx = — .
a b b

a

o odx 1 I.T 1 p dt 1
=—l =-—,I = —arctgt+C =

J a?+b%x? aJ 1 abJ 1+1t* ab

Va—me a3 by
IV
]

Elvégezve az alabbi helyettesitést:

bx . a
t=—, ebbdl x =—1t és dx=-—dt.
a b

1

bx
= —arctg—+C.
ab a

. dx . i -
=? Tudjuk, hogy f ——— alapintegral. Ugy

16. f
Y36 —16x% —x?

probaljuk atalakitani az integrandust, hogy az llj valtozoban ilyen alaka
legyen:

f dx 1 dx _ 1 dx
Vie—ie 6 __—/'_T_—G_/]/__—z 3
36— 16x f‘ 1__4_{_ 1-[~x’

9 3
Helyettesitsiink :

3 3
t=2—x, ebbdl x=—3~t é dx = —dt.
3 2 2

S5x 4
Legyen t = —, ebbdl x = —1 és dx = -—dkt.
4 5 5

j‘ lf lf dt
16+25x2 4J Yyiipe SY Yiyee B

1 1 1 I5x /' (5x\2]
=—arsht+C——?arsh—+C-—?ln|—+V |~||*

19. A fenti tipusi feladat Altalidnos alakja:

Ix _ f _if dt _
f}’36-~16xz 6J yi—rz 4Y yYi—

1 int+C 1 . Z\:+C
= — n = —arcsin —+C.
4arc51 2 3

32

f dx _ 1 dx
'/a2+b?x2 df V_I—T]z .
_+_ _
E
bx a a
Legyen t = —, ebbdl x = — ¢ &s dx = — dr.
a b b

“““““““““ L tac

3 Luvsl aiszamitas

W
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r dx X 1
22. | ———? Az integrandust igyeksziink alakra hozni:
J 9 250 2y 1= 2 hozni:
dax 1 p dx

~ -—a—"_t N
i, dx b 1 'r dt _
JVmipa 4l yize b7 VI¥r

1 bx 1 [bx VW
arsht+C=7arsh—d—+C=;]n[—;+ 1+ .;) +C.

=9 Reméljiik, hogy az integrandus kiemeléssel és

Q'In-

=

helyettesitéssel f — - alapintegrélld alakithat6. Ennek érdekében az

[ -
J a9 25 "49/ S
)
5x 7 7
Legyen t = = ebbél xz?t és dx = ?dt.

7,
f dx lf
49-25¢  49) 1-p "35 1—z= =

.

F@) =

1 1 14t
—a rtht+C,=—ln—+——4.C., ha If
35 —t 3 i

L
[
.

t2—1
alabbi atalakitdsokat és helyettesitést végezzik el:
dx 1 dx
J Vae=—az 6 f e
et T I IVI1Z] —4
v T le)
X T X} 6 7. 6 3
Legyen 7 = P €bbol x = —S-l, S dx = -ar.
6

f 1/? 1 dt
V25x*=36 6 £—1 5 -1

1 ht+C 1 h5x+C +1 5x+ 25x2 11+ C.
= =— — =xln|— l/— - , .
sarc + 5arc 6 6 36

21. A fenti tipusa feladat altalanos alakja:

f dx _ d.
Fi_@ a [/—gx—z—
' / ;/I_}_l

v la

bx i a a
Legyen t = —, ebbdl x = —¢ és dx = —adlt.
a b

Tehat
f dx
49 — 25x2
1 S5x
—arths—x-'-C 1 In +7
70 7 1—70 5 +C;, ha x| < —;
_) 7
5x
1 Sx 1 ?+1 -
—arcth—+C, =—In +C,, ha x| > —
70 70 5x ’ 5°
7

[4

a
f dx _ lf f _
Vb2 xt—a? Vt’ Vt’— 1
1 bx bx bx)?
=—archt+C=——arch—+C=;|:ln —+ —| -1} +C.
b b a a al

34

23.” A fenti feladattipus altaldnos alakja:

f e / ‘bx

bx a a
Legyen t = —, ebb6l x =— ¢ & =
gy P 61 x 3 t és dx 5 dt.

w
w




r 2 ,
dx 1’1 b1 p dt
Ja—pxr o 1-1 “abdi-r
1 1 1+1¢
_ = —In—-+C,, ha [t|<1;
F.(2) abartht +C, 2ab 1ot (¢l
= 1 1 t+1
_ ht+C, = — In——+C,, ha |t >1.
Fg(t) aba_rct + 2 2ab t—l-’_ 2 !I>
Tehat
dx —
./‘aﬂ—b”x’ -
bx
1+—
1 thbx+C 1 - @ tm X a
—ar th — = — -Cy, =
ab a b —bx T
— i a
‘ﬁ bx.*_1
LarenZic ! C,, ha x| ==
—arcth—+Cy = ——1In +Cy, ha x| =—-.
b T T e b S b
a

24, f esin* cos xdx="17 Mivel ¢ integraldsa igen egyszerli, probal-

kozzunk a t¢=sin x helyettesitéssel;
Itt az inverz fiiggvény felirasara és differencidlasara nincs is szikség,

oy U . . . .
mert ebbd! — =cos x & igy dr=cos xdx az integrandusba kozvetleniil
dx
.
behelyettesithetd

fps“'*cosxdx = fe'dt =e+C=e'""*+C.

25. f 5°°%% gin xdx=? Most helyettesitéssel a* alaka kifejezést igveksziink

kapni az integrandusban.
Legyen t=cos x, ebbd! dr= —sin xdx és

5cos x

In$

5!
f5°°”‘sinxdx=—f5'dt=—~—+C=-— +C
InS

>
(=)}

26. [ (3x*+2)sin (x*+2x—4)dx =?

dt
Legyen ¢t = x3+2x—4, ekkor ;- =3x2+2é dt =@x24Ldx. 000000
X

J3x2+2)sin (@ +2x—4)ydx = [sintdt = —cost+C =
= -cos (x®+2x—4)+C.

er
27, f dx =7
1+¢€*

1. Megoldas:

dt
Legyen x=1In¢, ésigy dx= —.
t

r e?lnt dt r ta
Jodver T S 14eme T 14y

1
1+1¢

Lt

J 1+1¢
A primitiv fliggvény most még ¢ fliggvénye ¥ S

ooy Pt g ggvénye, ezt x fluggvényévé kell

plr—1 { hY
a’t:j—l:t—-dt:fll— Jdt:t—ln|1+tl+C.

2

e-x
d.= X_ X
fl+e" x = e—In|1+e*|+C,

ugyanis x=In ¢-bol r=e*,
1I. Megoldads:

Ezt a feladatot megoldjuk még ugy is, hogy fiiggvényt helyettesitiink

fiiggetlen valtozédval:

82::

j dx =?
1+¢€*
dt '
Legyen t=¢%, ekkor —=¢"=¢ és igy dx=££.
dx t
f ol 2 dt t
dx=f ~=f dr.
1+e* 1+t ¢ 1+¢

i Lét}]até, hogy most is az el6bbi integrandust kaptuk, amelynek primitiv
figgvénye r—In |1+ ¢|+ C, amint ezt az elébbickben kiszAmitottuk.

)
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Ha most az x {igge

vezetjuk be, akkor 0.

I. Megoldds:

Legyen x=sin t; dx=cos tdt.

f}'l—x’dx:fl’l—sin’tcostdt= fcostcostdt =fcos’ta't.

Mivel sin? 7= - B , czért
I pl=c 2t—1
JI Vl—xzdx=—JI Tdt = —Z_Ih-
_ sin 2t ——1—t+C.
4 2

Az eredményt ismét x valtozojava alakitjuk : x=cos ¢, és ebbdl z=arc cos x;

sin2f = 2sintcost =2y 1—cos?fcost = 2x}71—x2.

fyl—xzdx = %}/l_xﬂ_f‘ﬁos_x.*.c.

2

A két médszerrel kapott primitiv fiiggvény alakja kilénbézik egymas-

I . n .
tol, mivel azonban arc cos x =-——arc sin x, ezért
b

X m arcsinx
’l/'l x2 dx = I'/1 X ; v

1+cos 2t
Mivel cos? ¢ = — ezért
r ,nl+c~:,\52t Iﬁld rcoszfd
—xidx = dt = | —dt+ t =
JV-rd= | — J297) 2
H, P
__1_!+31uu+C-
2 4

A primitiv figgvény a ¢ valtozb fiiggvénye. Ezt kell 4talakitanunk az

x valtozé fuggvényévé. . ] .
Mivel x=sint, ezért t=arcsinx, ill. sin2f= 2sinfcost =

= 2sinty1—sin? t =2xV1—x3, igy

arcsinx x})1-—x*
Vi-xtdx = + +C.
2 2
II. Megoldas:
Oldjuk meg a feladatot x=cos ¢ helyettesitéssel is:

J 2 4 T 2 +0C =
X arc sin x n
=—¥yl-x*+—no—+ C——.
Aty

A két primitiv fiiggvény tehat csak a konstansban kiilonbdzik egymastol,
vagyis lényegében megegyeznek.

29, f Vi+x2dx=? Az integrandusban levd gydkkifejezés sokszor

kikiisz6bolhetd, ha felhaszniljuk a hiberbolikus fliggvényekre tanult né-
hany azonosségot, amelyek koziil néhanyat most felirunk:

ch?x—sh?x = 1;

sh2x =2sh

¥
iR T

ch

e
1A,

ch? x+sh? x = ch 2x.

Legyen x=cos ¢, ebbdl dx= —sin t dt,
JVi=xdx = [YT=cos't (~sint)dt = [—sintsintdt =

=—fsin'tdt.

()
Qo

Ezekbdl kaphat6é még:

1+ch
ch’x =.+CT2x;

h2x—1
sh*x=——c .




£ 1= = . T R ~
JV16—xfdx =4 j yl—sm-t4costdt 16fcosztdt =

dt =38 ] dr+8 I cos2tdt =

Legyen most x=sh ¢, ugyams ek a négyzetek kiilonbségére vonatkozo
azonossagot hasznalhatjuk fei:
dx=ch tdt;
f}/i+x2dx =f;/1+sh2 7ch ¢ dt =fch2 tdt =
1+ch 2¢ t sh2t
= f —dt = —+ +C.
2 4

Visszaalakitjuk az eredményt x fliiggvényévé: x=sh ¢, ebbdl f=ar sh x.

sh2t =2shtcht =2shsY1+sh®z = 2xV1+x2

igy a feladat megoldésa:

_ e oL V1. 2
r‘/1 5 g dl dIl X A 1 A ~
’ ¥ 1T+XxX4ax = + +C.

2 2

sin 2¢

+C = 8t+4sin2t+C.

X . X X
t=arcsm?;sm2t=25mtcost=27 1—[—).

- 2
f}/16—-x2dx = 8arc sin%%-lv I/ 1—(—;—) +C.

32. A tipus altaldanos alakja és megoldésa:

ugyanis dx=sh tdt, és igy

[V¥=1dx = [Ych*t—1shrdt = [sh*tdr =

ch2t—1 sh2t ¢ 2shtcht ¢t
=f dt = ——+C=—_-—-5+C

+
4 2 2 2
Az eredményt x fliggvényévé alakitjuk:

sh2t=23htcht=2x}/x2—1; t = archx.

2—1
rly/v"z—ldx:x‘/x 1_arChx+
2 2

31. f VY16—x*dx = ? Ez az integrandus a 28. feladatéra vezethetd

R il | bx

[ Va2-b2x2dx=a | I/ 1-|=] dx.

J J I \a)

bx K a | j a

— = SINW; X = —siN#; dX = — cos #ax.
u 124 U

j Va2 =bixdx = af}/l—sin2 u- Z

1+cos 2u a*[u sin2u
du = C.

a2
cos udu = ?fcos2udu =

=— | ——du=—|—
b 2 b2 4
bx
u = arc sin —; sm"u—"smucosu—Z—— )
a
— 211 b 1
fVaz—bzxzdx=a-—[——arc sm—l«r—é’fl/ - b_x]'l
J 512 a 2 a’ \aj

a? : _bx ax Vl
= —arc sin —+ —
2b et a ( J

vissza.
2
fVlG—xzdx = 4fV1—(%) dx

Itt mar fiiggvényt helyettesitiink fliggvénnyel:

x . -
—4—=sm t; x=4sint; dx=4cos tdt.

33. [V25+ade =2

[vETa = s [V 1—:—(—';—)2113:

X
Legyen —g— =shu; vagyis x=5shu; igy dcx=5ch udu.

£
-




jy25+x2dx=5fy1+sh=uchudu=5fch2udu= [V —16 dx =4 [Vohit—1-4shrdr = 16 [shirdr =
J 1.dshtadr =16 jshitdr =

‘u sh2u] 5 5
=5 ——du=5]—+——|+C=—u+—sh2u+C rch2t—1 sh
J 2 2 4 2 4 =16 [——dt—Sl(ch21—1)at—8———8t+C—
4 2 2
2
u=arsh%; sh2u:25huchu=2-% 1+l§) = 4sh2t—81+C.

X x x 2
5 1 2 t=arch—; sh2f =2shtcht=2— (—) —-1.
f}/25+x2dx =7arsh%+?x |/ 1+(%] +C. 4 2! 2

34. A tipus altalanos alakja és megoldésa:

bx)?
= —_ X
fﬂa’+b’x’dx af‘/ 1+[a] dx. =-2—Vx’—16—8arch%+C.

bx . a
Legyen —=sh u; vagyis x=— shu és dx=

___
fo=—1sdx - sz(%) ~1-8 arch%+C =

w
én

r1/ (bx\?

JvErEaax = afvm.%chudu - %fch*udu = frF=aac= afY v

2 bx
l+ch2u @ [u sh2u —;:cht;x:%cht;dx=%shtdt.

= —|—

b 2 "B 127 4

J+e

2
f}’b’x’—a’dx = af}’ch’u—l—g—sh tdt = %fsh’tdt =

bx bx bx)?
x=arsh—; sh2u=2shuchu=2— 1+(—) .
a a a

? rch2r-1
bx bxy/ (bxy e B e e T e
fa“‘+b2x2 =7 —a h—+——— 1+ :’ +C= b 2 2
v s . bx 3
_ arshb—ALﬁ| 1..1.'1_-\| = Mive'ntfarch—: és Sh2i=2$hi‘ht=2—)f]y/|’b—x} —1, ezért
a'zV'l}'" a alla)

a, STEN

bx
= —arsh 1 b% x2+C.
2ba 2+ Va2 +b% x2+

35fV’xT_—d—4f ()—ldx =3

Legyen z—cht vagyis x=4cht;igydx=4shztadt.
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6. Parcialis integraias

crqe . X VA '3 o 7 s r1z.

Ellendrizziik a megoldas helyességét!

szabalyabol kaphato az alabbi modon:
Legyen u=u(x) és v=0v(x), akkor (u)" = w'v+uv’.
Mivel u’v = (uv) —ur’, ezért

fu'vdx = f(uv)’ dx—fuv’ dx,
vagyis
fu’vdx = uv-—fuv’dx.

A modszert altalaban akkor érdemes alkalmazni, ha az integ-
randus olyan szorzatként irhaté fel, melyben az egyik — u’-
ként felfogott — tényezd integralja ismert, a masik — v-vel
il ; 5 v derivaltiat kénnven meghatirozhatiuk, és

’
U uviivaiyy I AR o at

nyez&jét valasszuk u’-nek, ill. v-nek, de az egyes feladatok, ill.
feladattipusok megoldéasakor vélasztasunkat megindokoljuk.

a) Hatvanyfiiggvénnyel szorzott exponencidlis, trigonometri-
kus és hiperbolikus fiiggvények parcidlis integrdldsa. A deriva-
las a hatvanyfiiggvény fokszamat csokkenti, az integrélas a tri-
gonometrikus (csak szinusz és koszinusz), exponenicalis és hi-
perbolikus (csak a szinusz és koszinusz hiperbolikus) fiigg-
vényekét nem valtoztatja. PL: (shx)’=ch x stb. Ebbdl kovet-
kezik, hogy az ilyen tipust integrandusok ugy alakithatok at
egyszeriibb alakra, hogy a hatvanyfliggvényt valaszjuk v-nek
és az exponencialis, trigonometrikus, ill. hiperbolikus fliggvényt
1’-nek.

Gyakorlé feladatok

A derivalas alkalmaval vigydzzunk arra, hogy az els§ tag

szorzatfiiggvény! A t6bbi feladat megoldasanak ellenGrzését az
Olvasdra bizzuk.

2. f2xsin 6xdx =?

1. f xé* dx="? (Itt és a tovabbiakban k valds szdmot jelent.)

1
Legyen v=x és 1’ =¢**; ekkor v/ =1 és u= ” .
fgy
fx o d xekx ekx dx xekx ekx . C
e dx = - = - .
k k k k?

44

Legyen v=2x; u’=sin 6x; tehat v’ =2; y=_—030% 6x. Igy
Xl . . 6 h
L s £y
; ;
r2xsin6xdx= —2x cos 6x _ f—2cos6x e
J J 6
—Xxcos 6x 1 Il' — X.COS 6x sin-6x
=———+— ] cosb = e
3 e B X dx 3 + 5 +C.
3. [axcosdxdx =2
Legyen v=4x; u'=cos 4x; ekkor v'=4; u= sin 4x
4
f4xcos4xdx = xsin4x—fsin4xdx = xsin4x + cos 4x +C

4., f6xsh7xdx=?

_ 6xch 7x 6ch7x 6xch7x 6sh7x
f6xsh7xdx— 7 —f dx = - +C

7 7 49
5. [3xchaxdx =?

Legyen v=3x; u’=chdx; ekkor v'=3; u= sh 4x.
4
f3xch4xdx _ 3xsh4x _f3s|1'4xdx= 3xsh4x_3ch4x+c
4 4 4 16




b hatvanva is szerepel,
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g

t ilyen tipust feladatokat oldunk meg.

6. fx’e"‘dx:?

Legyen v=x?; u’'=e""; ekkor v'=2x; u= -

1 1
fx’ e dx = :x’ e"‘———z—fxe"‘dx.

A parcialis integralds modszerét alkalmazva, a masodik taglzan integran-~
duskgnt ismét szorzatfiiggvényt kaptunk, de ebben a hat_vé..nyfuggvény fok-
szdma mar eggyel kisebb, mint eldbb volt, az exgoqet_lcmhs tényez6 lény_e-
oéhen viltozatlan. Erre ismét alkalmazzuk a parcidlis integralds médszerét.

. 1 - 1

1 1
= — xsin 5x-4+ —
3 X sin x+25 cos 5x+ C.
A feladat megolddsa tehat:
f3x2 sin Sxdx = 2 x2 cos 5x+£x sin 5x+-i cos 5x+C.
5 26 125 )

Ellendrizziik a megoldés helyességét!

( 3 6 6
——Xx?cos 5x+— x sin Sx+—cos Sx+
v 5 25 125

6 _ 6 6 6
= =2 XC0SOX+ 3x*sIn SX+— Sin 5x+— x cos 5x —— sin 5x =
J 25 d 2

r ax 1.. __ 9
Jxe ax = :

4x

’_1 c

€ =X, i— x’ l\ur ty=1 U= g

4

&x dx 1 1

xe e 4x 4x
4% gy = — | —dx = —xe*—— e +C.

ax =

fxe 4 f4 4 16

A kapott eredményt visszahelyettesitve:

1 1 1
4x — 2 dx dx _e4x+c.
fxze dx 2 x%e 3 xe +32

7. f3x2 sin Sxdx =?
, L —cos 5x
Legyen v=13x?%; x’=sin 5x; ekkor v'=6x; u=—"7—"-

— 3x2 cos 5x 6x cos 5x
- f - dx

f3x’ sin Sx dx = ¥ 3

= 3x2sin 5x,
A feladatot tehat helyesen oldottuk meg.
8. f xshxdx =7
Legyen v=x; u’ = sh x; ekkor v'=1; u = ch x.
fx shxdx = xchx—fchxdx =xchx—shx+C.

9. [x3sh2xdx=1

ch2x
, 2
[ x0sh 2 dx = 31

S =—-x3 —— 2
j e = - ch 2x ij ch 2x dx.

Legyen v = x®; u’ = sh 2x; ekkor v’ = 3x2;

R

6
= -——:—x’cos 5x+—5—fxcos 5x dx.

A masodik tag integrandusa szorzatfiiggvény, amit ismét parcidlisan
integralunk.

fxcosSxdx =7

o
N

A masodik tagra ismét a parciélis integralast alkalmazzuk:
f x2ch2xdx =7
sh 2x

Legyen v,=x2; uj=ch 2x; ekkor v1=2x; u, =

1
fxzchzxdx= ?xzsth—fxsthdx.

i~
3




vényt Gjra parcialisan integraljuk.

iggvényt Ui

fxshoxax =1

12. farc sinxdx =?

ILegyen v=arcsinx; u'=1_ tehit v/ =

1
Legyen v,=x; us/=sh 2x; vagyis v;=1; 1z = -2—ch 2x.

1 1
fxsh?.x = —Z—xcth——i—fcthdx =

1
2

1
xch 2x——zsh 2x+C.

Az eredeti integral tehat

r 1 3 3 ] .
[ x3shoxdx = -?x3ch2x———x2$h 2x+—4—xch 2x——sh 2x+ C
. ar 's_arkuszfugguények i ok
a fliggvények olyanok, i aty j &

niil felirni, derivaltjukat viszont ismerjiik. Ha ilyen esetben az
integrandust olyan fiiggvényszorzatnak tekintjiik, amelynek egyik
tényezGje az azonosan egy fiiggvény, a masik tényezdje pedig az
integrandus, akkor a feladat gyakran megoldhato. Ezzel a fogas-
sal esetleg més tipusu integrandus esetében is célt érhetiink.

Gyakorlé feladatok
10. f Inxdx =?

1
Legven v=Inx; «’'=1; ekkor v'= —; u=x. Ekkor
X

i
flnxdx = xlnx—f—xdx =xlnx—-x+C.
x

11. flgxdx:?
1
Legyen v=Ilgx; u=1; tehit v'= —lge; u=x.
x
flgxdx = xlgx—flgedx =xlgx—xlge+C.

Megjegyzés: Tit 1g e~0,4343 értékkel szamolhatunk.

farc sinxdx = x arc sin x dx.

=

Vegyiik észre, hogy a masodik tag inte; A Sly 4 ita
i y 3 ] grandusat csekély atalakitdssal
f?(x)f’ (x) alakra hozhatjuk, melynek integrilja mar kdzvetleniil felirhatd:

f%dx - —%f(l—xz)_% (—2x)dx =

—x2

A feladat megoldédsa tehat

farc sinxdx = x arcsinx+}1—x2+C.

Az integralasi konstans eldjelva 4sa & ivii
hagyhatal Ojelvaltozdsat természetesen figyelmen kiviil

Ellendrizziik a megoldas helyességét!

(rarcsinx+V1-x2+C) =

= arcsinx+ x 1 * = arcsinx
T -‘. — = = arc sin
yi—X 1—Xx=

13. farcsin (ax+b) dx =2

Az integrandust el8szor hel ité itjuk 4t
Az s yettesitéssel alakitjuk 4t G
fiiggvény helyett a ¢ Gij valtozot vezetjiik be. ! &, hoey az ax+b

Legyen ax+b=1, ekkor dt=adx és igy dx= it
a

. 1
farc sin (ax+b) dx = —farc sin t dt.
a

40
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Az elébbi példa eredményét felhaszndlva kapjuk:

Z CiOuUvs P

Ezt figyelembe véve a feladat megoldésa:

1 y—
farc sin (ax+b) dx = ;(t arcsinf+fI-73)+C=

= ax:—b arc sin (ax+b)+7 Y1—(ax+b)*+C.

14. farccosxdx =7

r X X p—
] arccos —dx = xarccos ——}9—x*+C.
o K] 3

16. [arctgbxdx =2

Legyen v=arctg 6x; u’ =1, tehat v’ = =x.

1+36x2° *

f tg 6x dx = 6 6x
arc tg 6x dx = x arc tg x—fmdx=arctg6x—

! ____7Zx d. tg 6. 1 In (1+ 36x2
—— x —3 P e —
2) T 36m X arc tg 6x 5 (1+36x)+C.
g s s e s . - f)
Tenat 1tt 1s 2 parciaiis integraias utdn kapott integrandus —— alakra
Jx)
voit hozhatd.

-1
Legyen v=arccosx; #'=1, tehit v'= ; U=x.
Yi—x2
-Xx
farccosxdx = xarccosx—f————dx.
}/l—x2
IT3\s —_—X ,
Vegyiik észre, hogy (¥1-x?) = ———, ezért
Y1—x2
_ — —_2
X
15. farccos-a-dx =1?
1
X ’ ’ . —
Legyen v=arccos—; u'=1, tehat v'= ———; u=x,
3 . X2
9
x x —-x
farccos—3—dx = xarccos—:;——f————dx.

2
31/1__'1‘_
9

Vegyiik észre, hogy a masodik tag integrandusa egyszeriien az f™ (x)f* (x)
alakra hozhat6:

1
2

17. farcctgexdx =7

p —X 7 r —-X d 1 p X O=3) =
—  dx = —_—ax =1 - -
-/ X2 j }/9—x’ 2]
3|/1___
9
1
—x2)2
_ 10 c_yitesc
2
2

c

Legyen v=arcctgex; u'=1, tehat v/ = ————
14+c%x2

;u=

cx
farcctg cx dx = x arc ctgcx+f———dx
14+c2x?

. V(‘egyﬁk észre, hogy a masodik tag integrandusa f™(x)f’ (x) alakra hoz-
ato!

f cx p 1 2c2 x dx 1 I (14 ¢t 58
—_—ax = — —_—— = —
14 c2 x? 2c 1+c3x2 2c n(1+etxh+C.
A feladat megoldasa tehat

1
farc ctgexdx = xarcctgcx+zln(l+c’x’)+c.

18. [arsh7xdx =?

Legyen v=arsh 7x; u’=1, tehat v’ = ; U=x.
Y1+49x2
Tx
farsh7xdx =xarsh7x—f—~
Y1+49x2

4%
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21, [arthxdx =?

.
= 3 =1, =T L =X
=X

1

ln———7x————dx =—1~ Ir(l+49x2)-7-98xdx =

S Y1+49x2 134

1

2) 3 T

_ 1 a8 oo Y yirmesc
14 1 7

2
A feladat megolddsa tehat

)
farsh 7x dx = x ar sh 7x——7— V1+49x2+C.

., r. .. o
19. farcnxax=1 i-archxdx =7

—2x
dx =
1—x2

1
farthxdx =xarthx—f X . dx =xarthx+—2—f

1-x

1
= arth x+?ln (1-x?)+C.

alakra hoztuk.

A parcidlis integralassal kapott integrandust

X
A fliggvény és az integral értelmezési tartomdnya |x|<1.

22. [arcthxdx =2

Legyen v=arcthx; u’=1, tehit v/ = -
1

r B r
[arcthxdx:xarcthx—JI dx =
J

—Xx3

_ legyenv=archx;u'=1,ekkor v’ = ———;
Yxi—1

r —2x

x
farchxdx =xa:chx—f———dx =
) Vx"‘—l

1 -1 -
=xarchx-—2—f2x(x’—l) Tdx =xarchx—}x2—1+C.

20. farcthdx = fl-arcthdx =17

5
=ar ch 5x; u'=1, ekkor vV = ——; u=x.
Legyen v e

r 5x
j‘arcthdx = xarch 5x—j "____—_'d)»
Y252 —1

1 1
= xarcthx-:—? dx=xarcthx+?ln(x=—l)+C.

1—x2
A fuggvény és integralja csak |x|>1 értékekre értelmezett. A parcialis
7

integralassal kapott integrandust %(—) alakra hoztuk.
X

©) Exponencidls fiiggvénnyel szorzott trigonometrikus és hi-
perbolikus fiiggvények parcidlis integrdldsa.

Gyakorlé feladatok
23.¢ [ ¢ sin 2x dx =

Alkalmazzuk a parcialis integralast, mégpedig legyen u=e**; v’ =sin 2x,

i T
= xarch 5x—-1—6f50x(25x’—1) Ty =

1
=xarch Sx——s— ¥Y25x2—1+C.

A megoldés soran felhasznaltuk, hogy a parcidlis integralassal kapot
integrandus f™(x)f’(x) alakra hozhat6 volt.

52

— ” =TCOS 2X
tehdt n' =3e%; = ——""
2
3x 3.
) —e* cos 2x — 3 cos 2x
fe"" sin 2xv dy = S 5 dx =

1 3
= —?e“ cos 2x+~2—fe3" cos 2x dx.
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fen 2. dnsiAlann

Ismét parcidlisan integralunk, most a jobb oldal masodik tagjaban

legyen o
sin 2x

U =€ v, =cos 2x, tehat 3 =3¢"; th = —

4

rendezve az egyenidséget:
R P i
?.,’ e sim2xdx = ?(3 sin 2x—2cos 2x)+C;

fe"‘siandx:
1 31, . 3
=——2—e"’"cosbc+7[?e’ sm2x—f—2—ea 51n2,\dx’ =
9 .
= ——1— € cos 2x+i €** sin 2x — —fes" sin 2x dx.
2 4 4

atj j ja ii al 1épett
Azt latjuk, hogy a jobb oldal utols6 tagjaban az eredeti mtegga. X
fel; most mé; az egyenlOséget rendezve, megkaphatjuk a keresett integralt.

3 1
lszfe”" sin 2x dx = €** (—sin 2x——2—cos Zx),
4

) e3x
fe"" sin 2xdx = ET1 (3sin 2x—2 cos 2x)+ C.

A kétféle uton kapott eredmény természetesen megegyezik.

24. [ e cos3xdx =2

sin 3x

Legyen u=e"; v'=cos 3x, tehdt u’=5¢""; v =
3

5x o3 o
x e’ sin 3x 6
[e5 cos 3xdx = _ _ ['se sin 3x dy —
v 3 J 3

f s

4
ebbol 4 (3 1 \
re”xsnz'cdx = —r——l——sin?.x———coslx|+c =
J 13 4
ea,.
13

II. Megoldds:

Mivel az integrandus mindkét tényezdjének .egyarént egy-
szerli a derivaltja és az integrélja, megpx_'ébé.lha’tjuk a forditott
szereposztast is. Mint latni fogjuk, ez szintén célhoz vezet. Le-
gyen tehat most

1
v = és u=sin2x, ekkor v = —3—e3" és u' =2cos 2x;

e*sin2x 2

f & sin 2x dx = ———— —— | €7 cos 2x dx.
k3
v - 2 o

A Lasott intesralra a parcidlis integralist a fentihez hasonl6 szerep
A KapUul uuivpiaias & pas &

osztisban végezziik el; legyen

¥ gin 3 J X s a2
€ Siu.»t-—Tle SIT X ax.

QO | e

a4

i—cos 2x_6s vh—e*, tehat v, = lp”* és uj=—2sin2x; igy
1= + 3
fe"‘ sin 2x dx =
X o 3x
_ € sin2x 2 (€ coszx+E-fe*’*sinzxafx)=
3 3 3 3
8x o3
= iﬂx——ie”ms ?.x—ife”siandx;
3 9 9

54

'A mé§odik tagbe}i integréldsra ismét alkalmazzuk a parcidlis integralas
modszerét az eredetihez hasonld szereposztassal; legyen u, = e ; v =sin 3x,

tehat uf = 5¢5%; p, = — cos 3x .
3
f €’ cos 3xdx =
1 3 1 —5¢°* cos 3x
=—e€*sin3x—— [ - — e cos 3 -—fﬁ -
3 3 ( 3 X 3 dx
1
= —e™sin3x+ > €** cos 3x—§ [ o cos 3x dx.
3 9 9J .

Ebbdl fejezziik ki a keresett integralt:

34 4 _

=4

a ~ I R b
—9—j e cos 3x dx = —3—e5" sin 3x-§-—9-esx cos 3x;

9 1 5
€ cos 3xdx = — & |— sin 3x+—
f 34 3 in x+9 cos 3x|+C.
Ugyanezt az eredményt kaptuk volna, ha mindkét 1épésben a forditott
szereposztdst valasztottuk volna.
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oh 4y
’ . il T,
Legyen u=¢"; p'=shdx, tehdt 1'=2; p =

4 3

Megoldunk egy ilyen tipusd éitaianosa bb feladatot
25 [+t cos (cx+d)de =2
— : sim(cx=+d)
Legyen u=e" " v"=cos (cx+d), tehat =ae=ttv=

c
fe“”" cos (cx+d)dx =

a .
= ie""“"sin (cx+d)—f—— e***bsin (cx+d) dx.
c c

A masodik tagra ismét alkalmazzuk a parcidlis integralas modszerét.

3 A 4 b. . —
Legyen w=e™*?; uvj=sin(cx+d), tchat w=ae***?;, =
—cos (cx+d)
c

1 .
Jre"’”b cos (cx+d) dx = — e *" sin (cx+d) -
c

r Pl

7

d 1 1A
= shdxdy = — e* chdx—— | &
je sh 4x dx 4e ch 4x 2je ch 4x dx.

. sh
Legyen most u,=e**; v;=ch 4x, tehit u{=2¢*; v, = 44x R
f e sh4x dx =
1

o 1(1 I B
*chdx—— | — ™ sh4x——f——e'*sh4xdx =
2 \4 2

1 1
e ch 4x— T ¥ sh 4x+ " f e* sh 4x dx.

ceresett integrait kifejezziik:

1
1
‘1ch A
L .

[y
—
®
X
w
-
+
=
O~
bd
-
°
5

a ! £8X+D ang (,-v_i./l'\_l_i ‘Vp“"'b(-ng((-x—#d)dx =
—_—— € COSEA TG
¢ ¢ c
eux+b . a ]
= sin (cx+d)+—cos (cx+d)|—
c [

a2
——-fe‘”‘”’ cos (cx+d) dx.
c‘Z

Rendezve az egyenloséget:

a?+c?

fe“"‘*b cos (cx+d)dx =

c2

ax+b

a
= [sin (ex+d)+—cos (cx-l-d)],
c 1 c 3

ebbdl
fe""“’ cos (cx+d)dx =

€ I €= \,.4,‘6 sh 3
4J 4 o)

ax—+b—f h |
G lsin (cx+d)+—cos (cx+d)l+ C.
C

a2+C2

26. f 2 shdx dx = ? Az integrdlt kétféle modon hatarozzuk meg:
1. Parcialis integralassal.

4x __ ,—4x
2. Ashdx= ﬁ—-z—— azonossag felhasznalasaval.

56

2x

1
fez" shdxax = < (ch 4x——sh 4x) +C.

Az eredmény ugyanez lett volna akkor is, ha barmelyik esetben u és
v szerepét felcseréljiik.

11. Megoldas:

2 e edx___e-d.\' 1 )
e** sh 4x dx =fc"‘ ———dx:_f(esx__e—-x)dX=
2 2
L™ ey A e
=5l ———FIt¢C=—F5+—"-—+C
« Vv —z) 12 4

Osszehasonlitjuk eredményiinket az elébb kapott eredménnyel.

L2x 4 1 \ oy 4

€ 1 e x e4r+e-4x edx__e—dx
lch4x—?sh4.\'J +C:Tl 2 - 2 ’-!-C:
e5x+e-..\ eG.\‘__e—..\ ’
T T Tz tes
7e8x__e6\ ze—z.x_‘_e—2\” er e—za
= B +C =+ —+C.

w
S




mésodik megoldas sokkal rovidebb; ezért nemcs:

A sy a 33 -
megnézni, hogy egy szorzatfiiggvény parcialisan integralhato-e,

rr

adott esetben.

Szogfiiggvények szorzatat is lehet parcialisan jntegré]m, mi-
vel azonban az integrandus megfeleld atalakitdsaval a szorzat-
fiiggvény Osszegfiiggvénnyé alakithaté, nem foglalkozunk vele.
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1. Egyszeriibb specialis tipusok

El6szOr egyszeriibb specilis tipusokat vizsgalunk, a bonyolul-
tabb eseteket majd ezekre vezetjiik vissza.

a) Az integrandus nevezdje elsGfoki, szamldldja konstans.
Az integrél 4ltalanos alakja:

/ A_ — dx.

J ax+

i randust ugy alakitjuk at, hogy a szamlald a nevez§
ivaltj en
A

4 A[ a 4 |
fax-{—bdx— ;/mdx— ;lnlax‘f‘b]‘*"c

b) Az integrandus nevezdje egy elséfoki fiiggvény n-edik (n 1)
hatvdnya, szamldldja konstans. Az integral 4ltalanos alakja:

A
[

Az integrandust /"(x)/”(x) alakra hozzuk (ilyen tipusu fiigg-
vényeket mar integraltunk a II. pontban).

/(a_):!ib—)"dx = %/a(ax+b)""dx =

A (ax+b)—* A 1
=% 1-n T aiTh @iy tC (=D

Un
O




¢) Az integrandus nevezdje egy elsifoku fiiggvény n-edik hat-
vénya (n#1), szdmldldja elséfoki. Az integral 4ltalanos alakja:

v,

[ Ax

| @xroy dx

(Ax+ B alaki szamlald esetén az integrandus két tagga
bonthatd, és a masodik tag éppen a b) eset.)

Ax x—'i ax+b—>b dic =
(ax+b)" - a (ax-l-b)"

_A f 1 /
(ax+b)y*1 (ax+b)"

1 3 r 2

o
~

2 1 P T g
1 -3 3 -4
= Ifz(2x+3) dx—:f2(2x+3) dx =

1 x+3)7r 3 (x43)7
4 -2 4 3

1 1 1 1 —(2x+3
c 2x+3)+2

+— =
8 2xt13r 4 @nrdy 8(2x 13

Vvt 1
&X T 1

=————"_4C

8(2x+3)

A
| a(ax + b)* Pdx =

at
_ A4 (ax+b)2"'__14;b(ax+b)""+c
—72_ 2—n a® 1—n :

Gyakorlo feladatok

4 4 3 4

——dx = — = —In[3x—5|+C.
f3x s7=3)3%s 3 0 3x=3)

5 5 3 5
- dx = ——1n|3x—-2|+C.
2. f2_3xdx 3f3x—2 o 3

fo S (x=47
| —4)Sdx = ————+C=
- J

™|

1 1 1

4 & -~ 4 4
< )X ,; p) [‘jx—4+4

[ —— — 1 C
2 (2x—4y 2(2x—4)°

f 14 dx=_lif—4(6—4x)'7dx=
(6—4x)’ 4

7 (6-40% 1 1

57 =L +C
2 —6 12 (6 4x)°

.
ax =

[ - —
J Gx—4p" " 3J (GBx—ap

s t 2 .
. 3J Gx—ay x+?fm *
5 20
- 3f3(3x——4)‘5dx+?f3(3x—4)“dx -

5 (Bx—4)-4 L 20 Gx-9

“9 T 4 Ty s t¢-=
5 1 4 1 —53@x—-4)-16
=—Tz= — —— — +C = +C =
6 3x—4)y 9 (3x—4) 36(3x—4)
4—15x
= a1 G
36(3x—4)*

d) Az integrandus nevezdje mdsodfoki polinom, szémldlsja kons-
tans. Az integral altalanos alakja:

[t
ax*+bx+c *

[=))
iy




A —A 1 —
axitbx+c a b c =
xX+—x+—
a a
A 1 _
—ax2+ x+b2+c b?
4a® a 4a
A 1
] ) 2
a + b  fc b
X+5=| T~
2a a 4da®
c B
A tovébbiakat az donti el, hogy a ——75 kifejezés eldjele
a 4a

pozitiv, negati i =€.

~

L2
Ha L_4—c¥ = B2 =0, akkor az integral helyettesitéssel alap-

integralla alakithaté at:

A gl A g
ax*+bx+c a b R
x+§; +B

4 1 dx.

b
x+§;
Ha az —5 = u 1j valtozét vezetjiik be, akkor az integ-

] 1 i
randus — a konstans szorzoktdl eltekintve — o alaku

lesz, és ennek primitiv fiiggvényei arc tgu + C alakuak.

2
Ha %— Zéaa = — B? <0, akkor az integrandus az el6z8 médon

(=)}
N

1
,, alakra hozhatd, és ennek primitiv fiiggvényei arthy+ C
O TEE W T

u?—1 enyer ar
alakuiak.
72
Ha S -2 —0 akk ,,
a4 > akkor a nevezSben levé mésodfoki poli-

nom teljes négyzet, és igy az integrs A
m S ne . 4l a b)- 5
O s b g )-ben targyalt médon
Gyakorlo feladatok
f 1 d 1
X rax8 —fx2+4x+4+8—4 dr =
_ f 11 1
c+2rrd ?f (2 &
“.—] +1
\ 2)

~

x=2u—-2 és o = 2, vagyis dx=2du.

—_ 1 1
fx2+4x+8 S R 1 du =—f du =
+ 2J wr+1

1 1 x
+2
arctgu+C = —arct
2 > g*—z +C.

8. f_\‘d =f 1
x246x+20 o X2+ 6x+94+20—9 dx =

1
=,/‘T‘1x= : [ a2

Az aldbbi helyettesitést végezziik: ) )

x+3
u =

; vagyis du ! d ET]
}/ﬁ’ dx_'/ﬁ’ X=V11du.
1
f“ du
x
x2+6x+20 llfua_l_l 1 = — }’11 el

1

Vh Vll V11

(=
w




”~ 1 1 r 1 .
———dx = — | —————ax =
J 3x2+6x+15 JJ Xt 4LX+0
- 1 . 1
= .l r 1 d.\ = - l - dx =
3J eroxt1+4

3J (x+12+4

1
_____113 __--1—2—-dx.
X+ ’+1
2

Helyettesités: u = ——

1 1 2du 1 du
_—dr=— | ="—f . =
3x2+6x+ 15 12 w2+l 6J w2+l

1 x+1
arctgu+C = zarctg—z +C.

1
6

PR 1 ; r ; f
e | ————dt= | ———dr= [ (x+3)%dx =
v X*+0xX4Y v (X+I3) J
(x+3)-1 1
= ———aC = +C
=1 x+3

—

1 r 1

Ilyen tipusu feladatok megoldasaval mar foglalkoztunk.

1
P A S
x*+8x+12 x4 8x+16—4

1 1 /
a 4/ x+4y
5 -1

(x+4)2—4

dx =

O e i eyl R e
j 2x2—3x+20 ~ x'_’__z_x-{—lo

_ L ! dx _L . dx =
=5 TR 2 3\ 151
x——x+———+10 716

2716 16 4) 16
1
RN S S B
T2t 16 (3Y 151 (4"_"_3)#1
151 4] Y151
4x—3

Most helyettesitjik be a V'E—I; =y 0j vaitozot:

Y151u+3 y ;fﬁTd
= — = u.
X = 4 s ax 2
1 Y151
v 8 Yt o
2x%—3x+20 1514 w2+1 4
2 2 4x-3
=——2—— ! du = arctgu+C = arctg——+C
yi51d #+1 Y151 Y151 Y151

N
&~

2
Helyettesités: u =~ M _ 1. o 0y
e ités: u = 5 — s dx=2d
2 Tdx 2 o
r 1 ] 1 p 2du 1 p du
I‘{z»o 5 A= 2 - =—] =
LY TOX+ 14 4 v y=—1 LY -1
.
1
1 i ] 1I+u
F‘(J)——Tarth #+Cr= In +Cryhafuf=<1
e A '—ll ’
= 9
1 1 u+1l
F,(u) = —Tar cthu+C, = ——In——+C,, ha |u/>1.

| 4 u—-1
Tehat visszahelyettesitve :

1
f——-z dx =
x4 8x+12

s
——arthﬂ+C1~——l—ln 2 +C, =
4 +4
2
i ox+6  [x44
:{ _—I“—Z—,\_’-b“ na ‘ > l<1
x+4
1 x+4 1 2 +1
—?arcth—2~+C2=—ZlnT+C2—
— -
=—%ln%+6‘z, ha L4’>1

5 Integralszamitas




Ll d 1 . ax
5/'/"]72'\‘2 34—534/ "lz‘ﬁ =
Y1""s) "2 »s | P
J 1
V34
¥34
5
_ 3 dx
34 (5x+2)z
V34
Helyettesités: u = 5"+2, aw _ 5 _¥3 W
Y34  dx ;/34 5
V34
" 1 / 1 du
j5x’+4x 6 dx = 34 ;T"_/‘a3=1:
1 1+n
Fy(u) = ———arthu+C.__ —In +(~1’h2 luj=<1,
V34 2y34 1-

r 1 r 1 r 1 B
13- , _ = dx = ’ - ~ ~ ~ dx = ’ y PN £\9 A'ax -
J x2—-10x+20 J x2—10x+25-5 v (x=5)*-5
1 r I
=—5‘J x 5\2 ax,
_J -1
Vs
x=5 du 1
Helyettesités: u = ——; —=——; dx= V5 du.
Vs dx |5
1 fVSdu V5 podu
fx2—10x+20 =3 5 w—1 ur—1
Vs V5. 1+u
IFl(ll) =——5~al' thu+C, =——Elnl—_‘+C1, ha |u| <1,
| 5 I EIE S
|[ 2(u) =—‘Tarclnu+bz - 10 Jlu—l"rpz, na ¥ .
Tehat visszahelyettesitve
1
f—————dx_—_
x2—10x+ 20
i
5 5 x—f 5 x—
——Eln / +C =—V— +C,, ha|—| =<1,
10 ] x—35 10 V5+5 —x 5
4 Vs
) 3
5 5 5 — 5 -5
L R et 15 E PR e
10 x-5 10 x_5-V5 V5 |
Vs
1 1 p dx _
J5x2+4x 6 5 2+ix_i
5 5
1 dx _
s, 4 4 6 4
TSRS 25

66

Tehat — visszahelyettesitve —

1
Fy(u) = —-V:arcthu+ Co=-—
34

u+1
—In——+4C,, ha [y|>1.
2Y34 u—1

. 1
5x2+4x—6 dx =
Sx+2
. ) 1+——
X
———ar th i C, = 1_] V34 +C, =
V34 V34 2y34 | Sx+2
Y34
1 5x+2+¥34 |sx+2]
=———In—— +GC;, ha |—=| <1,
34 234  Y34-5x-2 | V34 |
5x+2
1 Sx+2 1 34
- arcth——+Cy,=———1n V34 +C =
V34 Y34 2Y34 Sx+2
V34
1 5x+2+V34 5x+2
=-——mM——————+GC, ha —| >1
2Y34  5x+2-Y34 34

5




-vé 1514in  oaleAfal-1i  monoziio mncndfnl(, 1

e) Az integrandus mldldja elsdfokts, nevezdje mdsodforu
polinom. Az integrandus szamlalojat xet reszre Dongun az
c Ballitiuk a at, a masik rész egy

f(x)
az el3bbi, d) tipusi. A médszert az elsd kidolgozott példan mu-
tatjuk be.

Gyakorlé feladatok

2x—-3
L | ————dx =17
15 fx’+4x—5

A nevezb derivaltja: 2x+4. Ennek megfelel6en alakitjuk at a szamlalot:

f 2x-3 dxy = r 2x+4-7 dx =
Jaiaz—s " J Piax—5

PR, TR, Fa dx

=./ x’:4::5 dx_7.l B+ax—5"

Az els6 integral értéke: In | x2+4x—5| + Co.
A misodik az elébbi mo6dszerrel szamithat6 ki.

dx 7f dx _ _7_ dx
_7fx’+4x—5 T er22-9 9[ lx+2)2_1

Tahit — vicezahalvottacituva
2¥iias OOLRLVIYULIUIILYVE —
s dx
JxX*+dx-5
1+x+2
7 x+2 7 3
G(x)=—arth—"+C, =—In—— -
: 3 3 T4 6“1 x+2+C1
7. 3+x+2 7. 5+x
=—h— =—In—-
4 6§ "3_xg =g +Gh ?
x_+2+1
7 x+2 7
G, (x) =—arcth—+C=—In——+C, =
S 3 o X+2
3 — 1
7. x+2+3 7 x+35 x+2
=71n——~——,_+(,',=—ln—‘+Cz, ha |[—| =>1.
6 x+2=3 6 x—1 3
A feladat megolddsa tehat:
X
f it dx =In|x*44x-5 o fe —’<1’
x24+4x—-5 = Infxt+4x =51+ x+2
Gy(x), ha |——| >1.

Az egyenlétlenséget x-re is felirjuk:
x+2

X+

Ha <1, akkor —5<x<1,ha|—

. f 5x—6
10.

-2 A 1N
v XT—ZXxX+ 1V

16en alakitjuk 4t a tért szaml4l6jat.

}>1 akkorx< —5,ill. x>1.

dx=7 A npevez6 derivaltja: 2x—2, ennek megfele-

3
x+2 du 1
ités: y = ——; —=—; dx=3du.
Helyettesités: u 3 w3
/ dx 7 3du _l i Gi _
i) (x+2 2 T o9J w-1 3J 1—u?
S U3)

7 7. 1+u
F,(u) =?arthu+C=—ln1—_—+C, ha |4 <1

7 u+1
F,(v) = ?arcthu+C— z—ln———‘ﬁ-C ha |u] >1.

N
<o

12 ”n
2x—— =
5x—6 5 5 5 2x—-2 5
—2x+10 2 —2x+10 2J x¥3-2x+10

S 2x-2
oy . S
2J x*-2x+10 x—2x+10

. 5
Az elsé integral értéke: —2-ln |x2—2x+10|+C,.

S
\O




A masodik integralt szamitjuk Kki:

dx

dx ~ dx

“Jx—2x+10 -

[ R [
J x2—2¢r1+9 J (x=12+9

dx

=_%ffc.j]zj.

Helyettesités: u=

3

x—1 du 1
—; —=—; dv=3du.
3 "de 3

1 3du 1 du

f dx _
x—2x+10  9J w+l 3J wr+1

1

2
>

arcig

A feladat megoldisa tehat:

p Sx—6

x2—2x+1

dx = > Injpx*—2x+10 1 t = l+c
—_ — 2 — —arctg — .
0 * 2 nx ! 3 T3

3x—6 ,.

17. f ——x——dx =9 A nevezd derivaltja 2x+2, ennek megfeleléen
x2+2x+8

alakitjuk 4t a szamlalot.

f 3x—6
x2+2x+8

3 2x+2
- f__+_d

- ? x2+

3 2x—4 3 2x+2—-6
dx:——f...—-——d,\::—-f——-—-——dxz-
2J x24+2x+8 2J x24+2x+8

dx
Sy p———
2x+8 x242x+8

Az elsd integral kozvetleniii felirhato:

—;-m |x2+2x+8|+C,.

A masodik integral kiszamitdsa:

9f dx _ 9f dx _ 9f dx _
) xeroxr8 B2+ 1+7 (x+1)2+7

x+1 Jdu

Helyettesités: y=——; =
Y1 dx y7

9 9 x+1
——arctgu+C, =——arctg——+G,.
V7 V7 7

A feladat megolddsa tehat

3x—-6 3 9
f—ﬁdx = -—].n|x2+2x+8|—7: arctg#_{_c’.

f) - I k 7 1 ' (7] I]l(‘
—— galakil inteoran
J (x.= a.z') amiaxKu -.I.VD. anaus

1

X

M%MW ———— (n=1,2,3,..) alakd
X‘+a ’

rekurzids formulat alkalmazunk.

Legyen
u 1 3 |
= T o eSS U =.
(x*+a?)" ’
ekkor
o = 2nx i
T T Ryt e v=x
r . - r o
’ u-& — x [ e PN l x‘ )
2 2 +20 | —5————dx.
JEray T 2y T ey &

A mésodik tagot atalakitjuk gy, hogy az integrandus szamlg-

16jahoz hozzaadunk a2-et, ill. levonunk a2-et.

dx x xz +a2 —a2
f C+ay ~ @Eray T ey =

- x _dx dx
e f e e .

~)
o




A . x .
20. | —/———————dx=7? A rekurzidos formuldt most nem Ichet
v (x2+4x+20)°

kozvetlenul alkalmazni, mert a ziardjelen beldli kifejezés nem x2+ o2

alaku. Atalakitjuk az integrandus nevezojét, majd helyettesitiink,

f(x2+4x+20)3 o :f[(x+2)=+ 165"

Legyen x+2 = u, ckkor dx=du, és az integral:

dx i
f : =j =I,.
(x*+4x+20)° (1> — 16)3

A rekurzids képletben: a=4.

Kifejezziik az utolsé tagot:
’I' dx 1 x m—1 [ dx
= 272 2 CINTIA
J P+t Znat(xXF+a’) 2na® | (x*+a°)
dx . dx :
= [ ————, akkor
Legyen ]n+1 =fw: ill. In (x2+a2)n ’
1 X 2n—1 ]
I = 2 (2 2\n ma "
2na® (x*+a) na
Gyakorlo feladatok
18. Alkalmazzuk a rekurzios formuldt n=1, ill. n=2 esetre.
a) n=1
1 X 1 P 1 X _1_ ’p dx _
= E?z x>+ a® 7;1_- o xtrat 20V x*Fad
1 X
Y x24+a® 2a® a
; 1
= L= +——arctg——+C
2q% x2+a®  2a®
b) n=2
1 x 1 X
=-L-——i—+—3—(—- +——arctg— ]+C=
7 4a® (x®+a?)?  4da? \2a® X*+a® 2a°
- - —i— al + 3farctg;+C.
e (x*+a?)? T 8at a8 a
X = urzié it k k az
(x%+9)?

a=3, I, esetére, ezért

5 1 x 1 X
—  dx=— + arctg—+C =
f(x2+9)2 dx 2.9 x2+9 2.27 3

d ! rct +C
+—a
18x2+9 54 g3 3

~3
[\*]

dx
(e +4x+20p
o o 3 w 3w
_ 4.16 (4 16)° 8-256 4+ 16 81024 -4 TV T
1 x4+2 3 X2 3 x+2
= — arctg +C.
64 [(x+2)*+ 16]2 2048 (x+2)2+16 8192 4

2. Parcialis tortekre bontas modszere

Legyen most az integrandus tetszleges racionalis tortfiiggvény,

vagyis f(x) -;) E ; alaku, ahol p(x) egy m-edfoku, g(x) pedig

egy n-edfokii polinom. A targyalas soran feltehetjiik, hogy m<n,
vagyis f(x) valddi tortfiiggvény. Ellenkez3 esetben ui. az osz-
tas elvegzeseve} S {x)-et felbonthatjuk egy racionalis egesz fugg-
vény és egy raciondlis valddi tortfiiggvény Osszegére; el8bbi

egyszerlien integralhatd, igy elegendd csak az utdbbi 1ntegrala-
p(x)
q(x)
nem egyszeriisithet§, és hogy a nevezd legmagasabb foki tag-
janak egyiitthatéja 1.

A raciondlis tortfiiggrényeknek mindig létezik zdrt alaki in-
tegrdlja. Ahhoz azonban, hogy ezt az integralt ki is tudjuk sza-
mitani, ismerniink kell a nevezé gyokeit. Az alabbiakban elébb
egyszeribb, majd bonyolultabb eseteket targyalunk. Mindegyi-
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ot R 4 wtnlrawn Lnzatl Zvral o

1 2 "~ 2llze #5 o aagitelo.
ket visszavezetjiik az Gn. parcidlis tortekre bontds segitségével az

_ 1.a)...f) pontokban targyalt egyszerii specialis tipusi integraiok

al csak gkkor lehet azonosan egyenld, ha az egyenld fokszama
iagok egyiiithaioi rendre egyeniOk. Az egyiirthaidk egyezietése céljaboi a
yai szerint rendezzik:

——meghatéarozasara-
a) A nevezbnek csak egyszeres, valos gyokei vannak.Az algeb-

rabdl ismeretes, hogy ha g(x) gyokei X1y Xay eeos Xn akkor
g(x) egyértelmiien felirhaté az n. gyoktényezds alakban:

g(x) = (x —x) (x —%5)...(x —X,).

Igazolhat6, hogy ekkor lq-'(—x) az alabbi résztortekre (parcia-

()
lis tortekre) bonthatd:
P _ p(x) _
g(x)  (x—x)(x—x3)...(x = x,)

A, A, A,
1 P L

I = Ax+44+-Bx-2B; 1=(4+B)x+44A-2B.

A bal oldalon elséfoku tag nincs, tehdt a megfelel egyiitthatoé a jobb
oldalon is zérus: A+ B = 0; a konstans a bal oldalon 1, a jobb oldalon
4A—2B, és e kettdnek egyenlonek kell lennie. Felirva a két kapcsolatot,
egy olyan els6foku kétismeretlenes egyenletrendszert kapunk, amelybsl
az ismeretlen 4 és B egyitthatok meghatarozhatok:

x—x1 x-'xg x"'—x"

7 r r

1s 4129 +oes A ,
dak megoldasa sordn hirom mddszert mutatunk be. (A pél-

dikban az ismeretlen szadmlalékat — a konnyebb megk}"ilén-
boztethetdség kedvéért — index nélkiili 4, B, ... nagybetiikkel
jeloljiik.)

Gyakorlo feladatok
1. f ———I——dx = ? Az integrandust — amelynek szamlaloja
(x—2)(x+4) ) ) .
konstans és nevezdje mdasodfokii — gyoktényezds alakban irtuk fel.

Ebbdl lathatd, hogy a nevezbnek csak egyszeres valos gyokei vannak.
Vagyis az aldbbi alaka résztortekre bonthat6:

1 A B
= + .
(x=2)(x+4) x-2 x+4

A obb ldlt ko6z6s nevezdre hozzuk, vagis ezzel a bal és jobb oldal
nevezdje, s igy szamléldja is azonosan egyenld lesz:
1 _ Ax+4H+B(x-2)
x-2)(x+4)  (x=2)(x+4)

tehat
1=Ax+4)+B(x-2).

~
N

A+B=10
44-2B =1
1 1
A=-B; 64=1; A=—; B=-—.
6 6
Ebbdl kovetkezik, hogy
r 1 1 dx 1 p dx
[l g Lfd 1pdr
Jx=-2)(xF 4 6J x-2 6J x4
L inx—2 -~ et a1+ € = 1] =34 c
= —In|x—-2|-—In|x = —Inj—— .
6 6 6 x+4

A parcidlis tortek egyiitthatdinak meghatdrozasira most is-
mertetett modszer, az Un. egyiitthaték egyeztetése, mint latni
fogjuk, minden esetben alkalmazhaté, vagyis akkor is, ha a
nevezdnek tObbszords valds vagy komplex gydkei is vannak.
Most megismerkediink egy masik — legtobbszor kevesebb
szdmolassal jaré — mddszerrel, ez azonban csak akkor alkal-
mazhatd, ha a nevezOnek csakis egyszeres valés gyokei vannak.

frjuk fel Gjra az elobbi szamlalok azonossagat!

= A(x+4)+B(x-2).

Az azonossig x barmely értékére igaz. Legyenek a tetszdle-

Okei, vagyis
X, = —4, ill. x,=2. Ezeket behelyettesitve, mindig csak az egyik
ismeretlen marad meg, és igy annyi egyismeretlenes egyenletet
kapunk, ahany ismeretlen van.

A két egyenlet a jelen esetben:

1 1
1=64; A=— és 1=-6B; B=——.
6 6
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Az egyiitthatok meghatarozasanak harmadik mddszere az

stzer amelvnek egyszeres valds gyokokre

Legyen
p(x) — Ay A, ot A, )
g(x) x—Xx1 X—X xX—X,
Igazolhatd, hogy
_ p(x) . _ P _ P
T ) TP ) T q'(x)
Alkalmazzuk ezt a modszert az eldbb megoldott feladatra!
i o1 _ P
(x—2) (x+4) x+2x—8 q(x)

a(x) = (x—3)(x+2)(x—4), & iey a nevezs

derivdliiz = cooryar
. S X Ty v ipy e uvvesy GlTivalygja a Szorzat
dem!élés: szabélya alapis Amitvas
aultva.

4 —_—

A kijelolt szorzast nem végezziik el, mert igy a derivalt helyett
értéke konnyebben szamolhaté ki. e yettesitési

_P®» _ 1 u
73  5(-D 5°
_r=2 14 14

(-2 (=5(-6) 30 15’
_ r4) _ 14 _ 7
@ 16 3
Az egyiitthatok ismeretében az integral meghatérozhato.
I" i4
J =3y x+2)(x—2)

P 3%
Ux =

Te e MTeh T TE 6
Az egyiitthatok természetesen megegyeznek az elobbiekben kapottakkal.
14

x=3)(x+2)(x—4)
igy kozvetleniil felirhatjuk az integrandus parcialis tortekre bontott alak-
jat.

dx =7 A nevezd gyoktényezds alakban van,

14 A B C
A
x-3)(x+2)(x—4) x-3 x+2 x—4
" 14 = A(x+2)(x—48)+B(x=3)(x—4)+ C(x+2)(x—3).

Mivel az integrandus nevezdjében csak egyszeres els6foki gyoktényezok
vannak, az ismeretlen egyiitthatok a nevez0 gyokeinek behelyettesitésével

14 1 7 1 7 11

14
Legyen x=3, akkor 14=5(—1)4; A= s

Legyen x= —2, akkor 14=(—5)(—6)B; B= 30 &

7
Legyen x=4, akkor 14=6-1C; C=?.

~
(=)}

AN 15x+2+Tx—4}dx=
14 p dx

—_?x:i fA+2 3fx4

14 7
=——Inlx—3|4+— —_ —
5 nlx |+151n[x+2|+3 In|x—4|+C.

x*—4
3. f 5P dx=? A szaml4lé és nevezd fokszdma megegyezik,

ezért elobb a szamlalot osz

tjuk a nevezdvel, azutan alkalmazzuk a parcialis
tortekre bontas modszerét:

(S —4):(Sxi—x) = L
5
BF
5
X4
5
/[ ' _ dx 1 x—20
5x3 x sxs —x 5"'3 —_1 dx.
x"—?x




x—20 x—20 _ X
1 Y51 Y5
x3 xixt—— xx+—] {x——

5 \ 5 57

Most mar felirhatjﬁk a parcialis tort alakot is:
- C

x—20 _ i N _i_ 4 _

x B

VE) ( 4 3) V5
- = 4= x——
* [” 5 5 s 5
Ko6z0s nevezdre hozva a jobb oldalt:

5 V5
B(xz——)”*(x—l‘]“"("*”s‘)
x-20 _ 5 N
Uzl Ys)y ( ys)Y( V5)
LR | A ele+——llx——=]
ol S A Y U s5J)0 59

A szamlalok azonossagabol hatdrozzuk meg a keresett A, B és C érteke-

ket, x helyébe a nevezd gyokeit helyettesitve:
1 5 V5
x—20=A {xz—?]+Bx (x——vs—)+ Cx (.\'+—5— .

A
Legyen x=0, akkor —20=——5—; A=100.

rax r4 ¥5-100 . dx  V5-100 . dx
= —+]—dx [ — f -
J Jox 50 | V3 50 | ys
’ X+ uI Y-—_'_
5 5
x Y5100 V5| ¥5-100 Vs
=—+4In|x|———In ‘x+— _ -
5 50 5 + 30 In|x 5 +C.

x4
4. f — d :? z ry2 . .
C-D (12 x A szamldlét osztjuk a nevezdvel:

x(x—-D(x+2) = xt:(x?+x—2) = x2—x+3
_xdix3$2xZ

Tehat

x4 —5x+6
d = 2 __ £ —_
f“(x-l)(xu) x f[x R T (x+2)]dx -

:f(x2_x+3)dx—f(xﬁ_sl)%2_)dx.

N A rjx(lésodik integrandus parcialis tort alakjat felirjuk és k6z0s nevezére
0zzuk :

Sx-G*; A N B _ Ax+2)+B(x-1)
G-DG+2)  x—1 x+2 G-t

Az ismeretlen egyiitthatokat a szamlalo e 4 Amu iai i
e -1 gyenld fokszamu tagia -
hatéinak Osszehasonlitasival szamitjuk ki: g1l egyutt

5 Vs 2V5( V5Yy,_2 o o
Legyen X = —'—-5—, akkor ———5——20= ——5— —'—5- B= 5 B,
=—£—50
2
Y5 2vV3 V5 . 2 V5
=— 2 _0=""+""C=—C; C=—1-50
Legyen x=—, akkor 3 20 5 5 3
Az integral tehat
5 5
V5 50 Y5 50
-4 - d_x_l_i E.B_i_ 2 — —ldx =
Sxt—x 5 25 X Y5 B
5 TS

~)
o0

5x=6 = A(x+2)+B(x—1);
5x—6 = (A+B)x+24—B.
A+B=35

24-B= -6

~
\»




1 1

IA=—1: A=——. B=5+—=

16
oA 3 3 37

Gyakorlé feladatok
[ 3x*+4x—6

A és B értékét a differencialds modszerével 15 meghatarozzuks

51 dx =7 A nevezbnek csak egy gyoke van, &s az valds

1_MN\3

p(X) = 5x—6; () = A= DXF; ¢ = xvF2Fx=1=2x+k

p() -1 _ p(=2_ -—16_ 16
g’ (1) 37 qg(=2 -3 3

A feladat megoldasa tehat:

f_____x‘l____—d,\' =
G-1)(x+2)

p 1,16 1 )
—_ 2 . v —_ —_— — —_— ax =
= [@-x+par f( 3x-1'3x+2

¥ ox _ 1 16
=~ 43x+—injx—i{——In|x+2/+C.

3 2 3 3

{
hd AT &)

ms - Iy - rcidlis tortek egyiitthatéi az egyutthatok
egyefzte_tesevel hata.rozhatok meg a legegyszeriibben. Az egyiitthatokat
ismét index nélkilli nagybetiikkel jeloljiik.

3 +4x—6 4 . B C
x+20  x+2 (x+2)ﬂ+(x+2)3‘

A jobb_ oldalt k6z6s (a bal oldallal egyez) nevezére hozva, a szamlalokra
az aldbbi azonossag érvényes:

3x*+4x—6 = A(x+2)*+B(x+2)+C.
A jobb oldalt is x fogyé hatvanyai szerint rendezziik :
3x*+4x—6 = A(x+4x+4)+ Bx+2B+C;

3x®+4x—6 = Ax*+(4A+B)x+44-+2B4+C

L AT RATLAD T O,

b) A nevezének csak valds gvokei tannak, de rébbs;b’rés Vo=
kék is eléfordulnak. Ekkor g(x) gydktényezds alakja:

g(x) = (x—x1)" (x = x2)2... (x — x,)*, ahol gai = n;

tehat az n-edfok g(x) polinomnak r kiilonbozd valds gyoke van.

44+B =4
44+2B+C = —6

A=3; B=4-12= -8; C= -6-12+16 = —2.

Hg a di_flfq.renciélés modszerét akarjuk alkalmazni az egyetlen
— Fobl?‘szoros — valé's gyokkel rendelkezd nevezd esetén par-
cialis tortek szamlaldinak meghatarozasara, akkor ismerniink

kell a p(x)-szel jelolt szamlals derivaltjait. Ha ugyanis M:
q

n(x iy ,
Igazolhat, hogy ebben az esetben ’(]E—x; az alabbi alaku
résztortekre bonthatod: '
p(x) _ p(x) _
g(x) ~ (x—x)(x—x)2... (x—x)r
Y\ v i7 *\ Ry
A Aqs Ay,
= t7 ; Ve '+(v_1\1\11+
AT AL \x XI; Al
A21 A22 Alzn
+x-—x2+ (x—x.)* (x —x5)
Arl Ar‘.’ Arz,-
T s N R

(€9)
_p(x) e e
=-——=; alaku, akkor a parcialis tortekre bontott alak:
A Ay)

p(x) 4, 4s A,

- ottt ..

qx) A=—=X1T (X¥=x71) (X—X1)
és ekkor

_ p(n—l)(xl). y p(_u—-z)(xl)
1= = 2 = —": ...
=1 7% (n—2)!

P(x1) o (n—k)

4, = 0—!‘ = p(xy), altaldban 4, = 1’-(’:]%‘%2, ahol 1=k=n.

6 Integrilszamitas

o

-




éldankra visszatérve:

p(x) = 3x*+4x—6; p'(x) = 6x+4; p"{(x)=6.
Most a megfeleld szémlalok:
7(—2 6
A -— p_(__z = —= 3,
2! 2
(=2 —12+4
B = .p_(._.2 = = -—8;
1! 1

C=p(-2)=3-4+4(-2)-6= —2.
A feladat megoldasa tehat:

3x24+4x—6 3 8 2
_dx =f - - dx =
(x+2)° x+2 (x+2F (x+2P

+C.

8
=3In|x+2+——+——
x+2 (x42)

Felhasznalhatjuk a feladat megoldasahoz a nevezsd gydkeinek helyette-

sitését is, de mivel egy

tudunk ezzel az eljarassal meghatarozni. Felirjuk a parcidlis tort-alaket:————
3x*+4x—6 A + B + C
+2P  x+2 (427 (x+2P

A jobb oldalt kézds nevezore hozzuk, majd a két (egyenld nevezdjii)
tért szamlalojat tessziik egyenlové:

3x2+4x—6 A(x+2P+B(x+2)+C -
x+22 (x+2)°
3x2+4x—6 = A(x+2)2+B(x+2)+C.

Behelyettesitjiik az x= —2 értéket (ez az egyetlen gyok):
12-8-6=C; C=-2.

Tobb egyiitthatot nem tudunk meghatérozni ezze

vabbi két ismeretient ugy szamitjuk ki, hogy az azor 1

hetdleg kis egész szimokat helyettesitiink, majd az igy kapott kétismeretle-
___ nes egyenletrendszert megoldjuk.
Legyen mondjuk x=0, ill. —1.

-

—6=44+2B-2
3-4-6= A+B-2
B=—2-24

—7=A-2-24-2

[ -]
N

rx2—4x242
o - =9
J o dx =1
— I Megoldis:
x3—4x3+2 _ A B c D

G—3¢ " x—3 = 3)t+(x—3)'+(x—3)4’

A hat i . . )
itk a}( iétrozatlan egyiitthatokat eldszor a differencidlds médszerével szé-

f) = ¥—4x*+2; f'(x) = 32— 8x; f'(x) = 6x—8; f"(x)=6;

"3 6
A= =Sy LA N0
3! 6 20 2 7 :
f(3) 27-24
C=r="T—=3 D=f()=21-3%+2=-7
I Megoldis:

Hatarozzuk meg az egyitthatokat az egyiitthat6k egyeztetése itjan is:

X3 —4x3+42 _ A(x-32+B(x—-3*+C(x—3)+D
(x=3r (x=3) :

X*—4x*+2 = A(x®—9x3+27x—27)+ B(x*— 6x+9) + Cx-3C+D;
X% —4x34+2= Ax*+ (—94+B) x’;i-(27A —6B+C)x—274+9B-3C+D;

Az ebbdl leolvashat6 egyenletrendszer:
A=1

—94+B= —4
274—6B+C = 0

- -2%4+9B-3¢4D=2

B= —4+9 =5,
C = 6B-274 = 30-27 = 3;

J

D =2+2714-9B+3C = 2+27—45+9 = —1.

Mi
b indkét modszerrel természetesen ugyanazokat az egyiitthatokat kap- l

1]

]
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Az integral tehat:

i : ,
fr=ter? s =
J (x=3)¢ JIx=3 (x=3)  (x=3) (x=J)
x=-3»1r (x=3 _(x-3°*
=In|x— 3 - c=
= Injr=34 5= —+3 =
5 03 1 71 1
=In|x—3|————— +— +C.
X =3l ™ =3 3 (x-3)
g [ 73 oo
(x—1) (x—-3)*
5x—3 _ A B, B,

= + .
(x—1)(x—3)? x—l+x—3 (x—3)2

(Tlyen esetben a differencialds moédszere mér nagyon komplikalt, ezért

pem alkalmazzuk.)

3443 AR LL

L

Megoldas:

Meghatarozzuk az egyiitthatokat az egyenld fokszamu tagok egyiitthatoi-

nak Osszehasonlitasaval.

5x—3 __A(x—3)’+Bl(x—l)(x—3)+B2(x—l)
=D E-3F (x—1) (x—3)? '
5x—3 = A(x—3)2+By(x—1)(x—3)+ B (x—1);
5x—3 = A(x*—6x+9)+ B, (x*—4x+3)+ Box— B;
5x—3 = (A+B;)) x*+(—64—4B,+ By)x+9A4+ 3B, — B,.

Az ad6do egyenletrendszer:

A+B, =0
—64—4B,+B, =5
94+3B,—B, = -3

[~
S

A=—B,
6B1—4B1+Bz =35
—9B,+3B,—B, = —3

A= "‘B]_
2B1+B2 =35
—6B,—B, = —3

B

II. Megoldis:

A nevez) gyokeinek behelyettesitésével csak részben hatérozhatjuk meg
az egyiitthatokat, mert a nevezbnek tobbszords gydkei vannak.

5x—3 = A(x—3)*+B,(x—1)(x—3)+ By(x—1).
A megfeleld gyokok x=1 és 3, ezeket behelyettesitjiik :

1
ha x=1, 5-3=44; A=—;

ha x=3, 12=2B,; B,=6.

Tobb egyutthatét ezzel a moédszerrel mar nem tudunk meghatdrozni,

ezért a két egyiitthatd ismeretében egy tetszdleges x érték behelyettesitése
révén hatarozzuk meg B, értékét.
Legyen x=0.

~3 = 94+3B,- By;

9
—3=2_13B,—6;
2t
9 3 1
3B1= 3—7=—E—; = ——

Az integral teh4t:

r 5x-3 d_l‘l'll__11+6'|
Jenea—»p“=J|231" 253 (x-—3)=J

= — o 6 .
x—1 2 x—3+ (x—3)2

2

1 1 (x—3)1
=—hnlx-1-—In|x-3|+6 ———+C=

) lx—1] 5 lx—3]+ — +

L injr-t- L3-S o= Lu[ Y-S e
= — x—1—-— N | —— _ a

2 2 x—3 2 |x-3] x-3




_
S. (et D (x—11
AT 2\ A ay

W, — By
GH1Px—17 x+1 (x+1) x—1 (x—1)

ko6zOs nevezére hozva:
_ =4
x+1)2(x—1)2
A+ 1) (x— 1P+ Ay (x— 1)*+ B, (x — 1) (x+ 1)* + By(x + 1) )
- c+1)pP (x—1)2

I. Megoldds:
. . e .
A,, A,, B,, B, értékét az egyiitthaték egyeztetésével szdmitjuk ki. Ezért
i a l6t:

+By(x—1)(x*+2x+1)+ By(x*+2x+1);
2x—4 = A, (XP+x3—2x3—2x+x+ 1)+ 4. (x*—-2x+1)+
+ By (x*— x3+2x*~2x+ x— 1)+ By (x*+2x+1);
2x—4 = (A, + B)x*+(— A+ Az + B, + B;)x* +
+(—Ay—2A4;,— B, +2B) x+ A,+ A;— B, + B,.
Az egyenletrendszer:
A, +B, =0
—A;+As+Bi+By, =0
—A;—2A4;3—B,+2B; = 2

L-be:
A1= ‘l.
Ezeket felhasznilva:
2+A2+B3 = 0 II-
A;—B, = -1 III.
II.+1I11.
3
24;42 =—-1; Ay =——.
2
II1.-ba:
D 4 + 1 3 s 4 l
Dy =HAgt+ 1 = —'E'i' I'= —?.
Az egyiitthat6k tehat:
3 1
Al——l) AI=—?; Bl—l, B’=-—2—.

II. Megoldds:

Az egylitthatokat a nevezd gydkeinek és alkalmasan valasztott x érté-
keknek a behelyettesitésével is meghatirozzuk.

2x—4= Ay(x+1) (x = 1)+ Ag(x— 1P+ By(x— 1) (x+ 13+ By(e + 8.
3

Legyen x=—1, akkor —6=ddy; Ay=——..

A1+A’—B1+B’ = -4

A1= —Bl I.
231+A;+B; =0 II.
—2A4;4+2B; =2 118

—2B,+A4,+By= -4 V.

86

1
Legyen x=1, akkor —2=4B,; B2=—?.

Legyenek x=0, ill. x=2 az 6nkényesen vilasztott x értékek, akkor
—4 = A1+A2—’B1+B2
0 = 3A1+A2+ 9B]_+9B'




2—2x%—dx+ x+2)+ Ay(x¥ - 2x+ 1)+

X = hnd - 2{ X X =

= (A1+ B)x*+(Az+ 3B+ B)x*+ (— 34, — 244+ 4B,)x +
+2A1+A3—4Bl+432;
Az egyiitthatok egyeztetésébdl ad6dod egyenletrendszer:

Ide nenelyettesmux A, és B, ismeri érickét, ezutdn mér csak kétismeret-
lenes egyenletrendszert kell megoidanunk.
3 1
—4=A,——-—B,——
2 2
3 9
0= 3A,——2—+9 Bl——z—
—-2=A4,— 1L
2 = A1+3Bl II-
II.-L
4=4B,; B,=1.
A1|= Bl"z = —1.
A feladat megoldésa tehat:
r 2x—4
T Ay =
J (x+1)%(x—1)2
r[—-1 3 1 1 1 1
= - F—= dx =
[ x—1 2 (x+1)2 x-1 2 (x—1)3
(x+ )t 1 (x-1"?
=—-In 1 In — Y 4 C=
e L
In| +1|+ 3 1 +Injx—1]+ 1 1 +C
= — —— x —— -
* X+l 2x-1
x—1 + 3 . 1 +C
T x4 2+ T 2(x-1)

3
er” x+2x+5d _

J x+22(x—1)2

Julz majd az nmereﬂen egyiitth
fel

i1aszné.lt mindkét médszerrel meghélt dzzuk.

atd

x+22x-1)? x+2
2 —x*4+2x+5
x+2y(x—-1)*

(x+2) x—-1 (x-—1)2

_ AG+2) (- 1P+ A, (x— 1)+ By (x— 1)(x+2)2+B2(x+2)“‘

o
o

(x+2)*(x—1)

A,+B, =2 L
A;+3B,+B,=—1 II.
—34,—-24,+4B, = 2 III.
24,+A4,—4B,+4B, = 5 Iv.
Az elsG egyenlethsl
A; =2-B,, L
__ ezt behelyettesitve
A;+3B,+B, = —1 1L
—6+3B,—2A4,+4B, = 2 III.
4—2B,+ A,—4B,+4B, = 5 Iv.

A miésodik egyenletbdl:
3B, = —A,—B,—1, II.
ezt behelyettesitve:
—A;,—B;,—1-24,+4B, = 8 II1.

24,4+2B,4+2+ A4,+4B, = 1 Iv.
rendezve:

3B;-34,=9 IIL.

34,+6B, = -1 Iv.
IIL+1IV.:

9B,=8; B, =—:—-.

16 19
3Ag+?=—1; Ag—""g“-
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Visszahelyettesitve I1.-be:

19 8 9 2 2
3B, =—————=—; B =—.
9 9 9 9 27
Visszahelyettesitve I.-be
4=2 2 52
YT o1
Tehit a kapott egyiitthatok:
A—SZ'A—IQ'B—Z-B—S
I.._'279 e = 9’ 1—27s 2“9-
II. Megoldds:

Az egyutmatoxat mcgndlaruuun ulcs a nevez & gydkhelyeinek, ill.
tetszbleges mds x értékeknek behelyettesitésével is. ujux Gjra a szamla-

16kra ad6dé azonossagot:

45 13 L
o o = 24, — 458, I
b4 b4
68 -
g Ai=28, I
32
_9— =24,-4B, I
6
- = 4A1 ZBl lI
9
—2.L+II
9 s 1 27"
32 8 16 A £n
2A - A—“’_!_.'_J‘

2x2—x242x+5 =
= A, (x+2)(x— 1)+ A(x — 12+ By(x — 1) (x + 2)*+ By(x+2)*.
A nevezd gyokei 1 és —2, ezért legyen x=1, akkor

8
2—-142+5=09B,; B, = re

19
Legyen x=-2, akkor —16—4—4+5 =94y Adg=——-.

Legyen x=0, ill. x=—1 (ezek mAr tetszbleges szimok); akkor
5 = 2A1+Ag_4B!+4Bg

Wﬁtﬁnﬂjﬂmﬁmﬁﬂéﬁsmﬁknﬁ—

egyenletrendszert:
19 32
5= 2A1——7,——4B1+—§— )
76 8
0= 4A1-?—281+—9- 1L
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Az egyiitthatok tehit

52 19 2 8

A1=§; Ay = ——: B, = —

A feladat megoldésa:

2 —x*+2x+5 &
(x+2p -1
21 191 21 8§ 1]
J 127x+2 9 “"'"’T2—x—1T?(x=nsJ“x=
52 _Be+n 8 (x—1)-1
=—In £ (x—-1)

52 19 1 8 1
——lnl X+2l+——— In _——
9 _‘_2+27 lx—1] x—l+c

p(x ..
¢ A pre ; alaki integrandus nevezgjének, q(x)-nek, nem min-

den gyoke valds. Mint az algebribdl ismeretes, a komplex gyo-

\>
—




kok parosaval 1épnek fel: ha egy z, komplex szam gyoke g(x)-
nek, akkor konjughltja, Z, szintén gydk. Az ezeknek megfelel

an.
elsafoki gyoktényez, (x —2zp), ill. (x=2y),
jezés; juga oko oktényezdinek szorzata
egy valés masodfoki gyoktényezdt ad, amely nem bonthaté fel
valGs elséfoku kifejezések szorzatara. Ha a nevezdnek tobbszo-
ros valds gyoktényez6i, valamint egyszeres komplex gyokté-
nyezdi vannak, vagyis a nevezd gyoktényezos alakja

g(x) = (x—x)...(x —x, % (x2 + by X + ¢y)...(x2+ byx + ¢),

Gyakori6 feladatok
10, ’r 3 d 9
- ) o x =7 A nevez8 nem alakithatd 4t elséfoku tényezdk

SZOrzatava, hiszen az (x*+4) tényez6 diszkrimi
integrandus parcialis tort alakja a kovetkezd: nénsa D<0. Tehdt az

5 _ 4 L Brtc
x(x*+4)  x  x344°

5 _ A®+4+Bx+Cx
x(x*+4) x(2+4)

A szamldlok azonossiga — x hatvényai szerint rendezve —

5 = (4+B)x*+Cx+44.

viitthatdk egyeztetdsébhdl a,

o
o~
¢u
o
1]
/]
o

akkor
p(x) '% Ali %’ Ar;
—— = 2ttt L -t
gx)  H x—x) & =x)y
Bx+C, B,x+C, — Bx+C;

X2+ bx+c ™ X2+ box+Cy T T b xte,
Amennyiben a neveznek tobbszords komplex gyokei is
vannak, vagyis a valds elséfoku gyoktényezOk szorzatara nem
bonthaté masodfokd gyoktényezdknek egynél magasabb hatva-
nya is szerepel, akkor a nevezd:
g(x) = (x—x)%...(x = X%) (2 +byx+ ). (e + byx + ¢ fs,

és a parciélis tort alakja:

P(x)zi' Ay +_._+§’__AL_+

gx) = (x—x,)' A (x=xy

& Bux+Cu . g Byx+Cy

+k=1 (P+byix+c) & (P +bx+c)

Megijegyzés: A feladatokban az egyiitthatékat index nélkiili
nagybetiikkel jeloljik.

22

Tehat:

5 51 5§ «x
hd":f RN P
fX(x2+4) (4 x 4x=+4)dx"

=I"5152x

]dx—ilnl 5 2
J G 5 B xga)F T k-t C=

x2

x*+4

BEE ;
=g lox “?lﬂ(X’+4)+C=?ln +C.

Meghatarozhatjuk az ismeretlen egytitthatokat alkalmas x értékek

helyettesitésével i — mi i fooi S
nem egyszerﬁgbfs’ bar — mint l4tni fogjuk — ez a mbdszer jelen esetben

5= A(x*+4)+Bx*+Cx.

Legyen x=0 (az egyetlen valés gydk), akkor 5=44, és A=i.
4

0
w




ANEI
r4
§5=_—2.5+B+C I
4
5 -
5§5=—5+B-C II.
4
L+IL
50 5
10=T+2B’ B= i
s 25,5 _
C=5-7%%
2x? r 2x3 r 2x? b
11. ’F-x,dx=’7'T'._:d | Dx— D ri dx =17
J xt—-1 J (xF—=1)(x*+1) J (x+)(x-1)xE+1)

ofoki Oktényezlt és egy els6foku tényezok
Mﬁ%nwza tartalmaz.

Végezziik el a parcialis tortekre bontést:

2x? A B Cx+D
(x+D(x—-1)(x2+1) x+l x— l x2+1°
2x2

G+DE-DO+1)
A(x N2+ 1)+B(x+ 1)(x*+ 1)+ (Cx+ D) (x*—
x+DEx-DE+1)
2x? = AP —x2+x—1)+B(x*+x3+x+1)+ C(x*—x)+D(x*—1);
2x? = (A+B+C)x*+(— A+ B+ D)x*+(A+B—C)x—A+B—D.
Az egyiitthatok egyeztetésébdl felirhaté egyenietrendszer:
A+B+C=0 L

—A+B+D =2 II.
A+B-C=0 III.
—A+B-D=0 IV.
I.-1IL
2C=0; C=0.

94

A+B=0 A= -B
2B+D = I
2B=D=0 v
1 1
4B=2; B=—; A=-—; D=
2
A Kkeresett egyiitthatok tehat:
1 1
A=—-—; B=—; C=0; D=1.
2 2

Most meghatarozzuk az egyiitthatokat alkalmasan valasztott x értékek
behelyettesitésével is:

2x* = A(x—1)(x*+ 1)+ B(x+ 1)(x*+ 1)+ (Cx+ D) (x* — 1).

1
z egyik vaiés gyok), akkor 2=48; B=—.
2

1
— kegyen x=—1(a midsik valés gyok), akkor 2= —44; A = -

Ezenkiviil valasszuk még x értékét O-nak és 2-nek. Ekkor
= —A+B-D

8 = 544+15B+6C+3D

0“1+1 b
T2

8 = 5+15+6C+3D
)

D=1
3=6C+3; C=0.
A feladat megolddsa tehat

flx’ d f( 1 1+1 1 + l)d
x: —— — =

-1 2x—1 2x-1 x+1)%
1 1

=—?ln1x+1I+3—In]x—ll+arctgx+C=

1
2

x—1
x+1

In

+arctgx+C.

\©
th




r 3x3+6
J (x2—2x+5)*

dx="17 A nevezbben levd masodfokid polinom nem

12.

alakithatd valos gyoktényezd ava, = d
foku egyenlet diszkriminansa negativ =4=20=—=16).

jében tehat kétszeres komplex gyOkok vannak.
3x2+6 _ Ax+B + Cx+D
P—2x+5)¢  (P—2x+5)¢  x—2x+5

A jobb oldalon kozds nevezdre hozunk, majd az egyenld fokszamu
tagok egyiitthat6i egyenldségét felhasznalva felirjuk az ismeretlen 4, B, C, D
egyiitthatok egyenletrendszerét.

L=3 [ 2x-2 dx =
J (x?—2x45)
P 3
=3[ (xX-2)(X*=2x+5)"?dx=——"—"—"—+0C,.
v X=2x+5

dx
Li==-3 ) —
i=-3f [r— 1P +4p °

ezt x—1 = g, d{c:du helyettesitéssel alakitjuk 4t, majd az 1.f) pontban
levezetett rekurziés formuldval hatdrozzuk meg.

L=-3 f"%
(u2+4)

f dx _ 1 X 1 X
(x*+a%)?  2a% x2+q2 Tosiete a +G

Mivel

3x24+6 Ax+ B+(Cx+ D) (x2—2x+5) _

(x2--2x+5) = (x2—2x+5) B
Ax+ B+ Cx¥+ Dx?—2Cx2—2Dx+ 5Cx+5D _

= (F—2x+ 5 -
Cx*+(D—-2C)x2+(A+5C—-2D)x+5D+B

= (2 —2x+5)

Az egyenletrendszer:

Cc=0 I

D-2C=3 1I.

A+5C-2D =0 111

5SD+B =6 Iv.

C=0, tehat IL.-b6l D=3, ezt a I11.-ba helyettesitve:
A—6 = 0, vagyis A=6.
A IV.-bdl kapiuk: 15+ B = 6, vagyis B=-—9.

3x2+6 6x—9 f 3
 dx = 176 dx
{’"2 2x+5)? dx -f (x2—2x+5) vt x2—-2x+$5

v X" aXT
r 2x—-2-1 d r 3 dx —
=3j (x2—2x+5) '\+jx2—2x+5 ’
1 Ay
2x—2 ax ax
i3 +3 :
3f (x2—2x+5)* x (x2—2x+5) jx2—2x+5

Legyen
2x—2

dx
N B a=—3f——————,
L= 3f *—2x+ 57 v I (*—2x+ 5)¢

3 dx
L= fx2—2x+5 ’

)
N

ezért
3 u 3
L = —— — arctg—+Cr =
2-4u*+4 2.8 2
3 x-1 3 _

I, = 3f dx _ 3f dx .
x3—-2x+5 (x—12+4

EzE is az x—1 = u, dx=du helyettesitéssel alakitjuk at, majd figyelembe
vessziik, hogy

dx 1 x
f = —arctg—+ C.
a a

x*+at
=3 % 3 u o 3 x—1
Ly=3 ] —— = —arctg— +Cy = —arctg——+C;.
v @i+d 2 2 ) 2

Osszegezve a részeredményeket, a feladat megolddsa:

~ 3x2 L6
X410

W T

3 3 x-1 3 x—1 3 x—1
THE2ts BG—lp4d 16 F g TpareTTCS
3
8

3 x—1 +21 tx_l c
== e —_ o an - .
X5 8x-2x+5 160 3 T

7 Integrilszdtnitss
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e 1\ /.2 A2 ax
KX —1jX +-r’

i Ké 1 1 Bkté % van
23 -4x24+x-5 A + Bx+C Dx+E
x=1)2+4?2  x—1 @2+4P¢ x*+4
A jobb oldalt kdzos nevezore hozzuk, elvégezzik a kijel6lt miiveleteket,

majd az egyenld fokszdmu tagok egyiitthatdi egyenldségébdl felirhatd
egyenletrendszert megoldjuk.

2x3—4x2+x—35

G-De+dy
_ AGS+4P+(Bx+ C) (= D+Dx+E) (4 +4) (= 1),

G- D@+

2x3-4x*+x—-5=
T = AT 8T 16 F BRF CXx—Bx—= CFDxFE)X¥F4x=x"=H=
= Ax*+8A4x2+ 164+ Bx®+Cx—Bx— C+Dx*+Ex*+4Dx*+
+4Ex— Dx3— Ex—4Dx—4E = x*(A+ D)+ x¥E—D)+
+x%8A+ B+4D—E)+x(C— B+4E—4D)+(164—C—4E).

Az egyiitthatok egyenletrendszere:

A+D =0 I
E-D=2 1L
84+B+4D—E=—4 - 1L |
C—B+4E—4D =1 Iv. |
164— C—4E =—5 V.

D-vel kifejezziik A-t és E-t:
A=-D; E=2+D.
— —8D+B+4D—=2=D=—4 1k

C—B+8+4D-4D =1 Iv.
—16D—C—-8—4D =-5 V.
B—-5D =-2 III.
C-B=-17 1v.
—-20D-C =3 V.
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=B_

)

n ~
D = —2Z

By

D | wn

aYa ¥ aY
= &

~

D=B=+7=13:

A két egyenletet dsszeadjuk:

—25D =—6, ebbdl D=—6~;
25
6
B=5.>0_,_ 8 10 _4
25 5 5 5°
5 5 5°
, " 5
A=-D=-—; E=24Dp=245_3
25 25 25 25
— Az egyiitthatok:
6 4 39 6 56
A T Ae =—— C=—‘—; D=—; = —
25 5 5 25’ E 25°
Az integrandus térzstényezos felbontdsa: ‘
4 39 6 56
28 —4x2 4 x5 6 1 57 5 25°%3s
_— + : pu—
(x—1) (x2+4)? 25x—1 (344 = x244
__6 1 1 4x+39+16x+56
25x—1 5 (+4)p 25 x2+4
f 2°—4x?4+x—5
T nraiaa X =
v E= D44
6 pdx 1 p4x+39 1 p6x+56
T 5 x—1 5J arayp “tos) mra &
x—1 5J (x3+4) 25J x*+4

6 dx 2 - 2x 39 dx
T2 —1__f iy 5 wran T
* 57 (x*+4p 5J (+4p

3 2x 56
+——f dx+— i
25J x%+4-4 25J x3+4
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Az e

e oS

integrilok meghatirozasa:

IV. TRIGONOMETRIKUS FUUGGVENYEK

RACIONALIS KIFEJEZESEINEK

€S
(& =mp=1¥Cs;

-

xX—

—  INTEGRALASA

2x 1
— dx= | 2x(x*+4)2dx = ————+C,;
f (x+4) f ¢ X+

dx__ =9
f (24472

A IIL 1. pontban meghatiroztuk az integralt:

1. Egyszeriibb specidlis tipusok

a) sin®*! xcos* x alaki integrandus. Amennyiben az integ-
randusban sin x pératlan hatvannyal 1ép fel (cos x pedig tetszs-
leges hatvannyal), akkor a szinuszt tartalmazé tényezGt 4tala-
kithatjuk az al4bbi médon:

sin®*1 x = sin x sin? x = sin x(1 —cos? x)".

1
f dx =_l- d +~—arctgi+C3=

(**+4) 2-4x3+4 2.8 2
—_-l * +—arctg—+C,

8 x*+4 16 2
,".z_xlax=m(x'+4)+c.;
Jx*+4

dx
— = —arctg—+C,

Yia e Th

A feladat megoldésa:
2x3 —4x*+x-5

=D (P +4p

6
25 5x+4 40x'+4 80

3 e+ D arctg 4 C

100

A kijelolt miiveleteket elvégezve, az Osszeg minden egyes
tagja — legfeljebb egy kivételével, amely alapintegral — /" (x)f"(x)
tipusu lesz, tehat az integralas tagonként elvégezhetd.

b) cos™* x sin* x alaki integrandus. Ha az integrandusban
cos x paratlan hatvanya 1ép fel (sin x-nek pedig tetszGleges hat-
vanya), akkor a cos®*! x tényez6t alakithatjuk szorzatta:

cos®*1 x sin* x = cos x(1 —sin? x)” sin* x.

A kijelolt miiveleteket elvégezve, az integrandus minden

aalf=12

tagja — legfeljebb egy kivételével, amely alapintegral —f"(x)f"(x)
alaku lesz, vagyis integrilja kdzvetleniil felirhatd.

__ Gyakorlé feladatok
1. fsin’xdx = fsinzxsinxdx = f(l—cos'x)sinxdx =
= f(sinx—coszxsinx)dx =

o0s® x
= —Cosx-+

1
+C = —cos x+—3— cos®x+C.

o
=1
—




~ £ . e f .
2. Jsin®xadx =)

f sin? x(1 —2 sin? x+sin% x) cos x dx =

—fsm*’mﬁm =2si X+sin®xcos X) dx =

—~

= f(sinx-—zcos’xsinx+cos‘xsinx)dx =
= fsinxdx—2fcos’xsinxdx+fcos‘xsinxdx.

i A i 0 U i Is6 -alapintegral,
Mindhirom integrél kozvetler}ul felirhato, mert az el
a masik kettd integrandusa pedig f"(x)f"(x) alaku.

cos®x cos®x _
fsin“xdx=—cosx+2 - =
3 5
2 1
= —cos x+—cos* x——cos® x+ C.
3 5

sin®x 2sin’ x sin” x

3 5 7

1
—s
3

2 1
in3x-—? sin5x+—7- sin?’ x+C.

Ha az integrandus mindkeét szogfiiggvényben paratlan hat-
vanyd, akkor természetesen teljesen mindegy, hogy melyiket
alakitjuk 4t. Most erre oldunk meg feladatot.

6. f sin® xcos® x dx = ? Mindkét médszerrel meghatarozzuk az
integralt.

1. Megoldas:

3. Jcos?xsinSxdx = fcos’x(l—cos'x)’ sinxdx =

= [ cos® x(1—2 cos* x-+cos* x) sin x dx =
= f(cos’x sin x — 2 cos* x sin x+ cos® x sin x) dx =

cos®x 2cos®x cos’x
3 + 5 7

3 1 .
= sinx—sin’x+? sin® x—7 sin? x+ C.

fsin’xcos‘xdx = fsin'xcos“xcosxdx =

1]

= fsin’ x(1—-sin*x)*cos xdx =

—

.. 3 3

. . a 4
= AT X dx =

= f(l—cos’ X) cos® x sin x dx = f(cossxsinx-co's"’xsinx) dx =

cost x + cos® x
4 6

1 1
+C = —Tcos4x+? cos® x+C.

II. Megoldds:

f sin® x cos® x dx = f sin® x cos? x cos x dx =

= fsin3 x(1—sin? x) cos x dx = f(sin3 X €OS x —sin’® x cos x) dx =

sin® x sinfx
= - +C.
4 [

©) sin* x cos* x alaku integrandus. Ha az integrandusban
mindkét tényezd paros kitevsjli, akkor a kétszeres szogfiigg-

vényekre tanult azonossigokat hasznélhatjuk fel az integrandus
atalakitasara:

. 1 .
$In X COs X = - sin 2x;

\

h—
(=}
w




1 1
sin?x = — ——CO0S 2X;
2 2
0s“X 1 + 1 cOSs 2X
C — e —_—
22
Gyakorlé feladatok

7. f cos? xdx = ? A harmadik azonossigot irva az integrandus

helyébe:
x sin2x

1 1
fcoszxdx=f(—5+?c052x)dx= 3+

8. f sin?xdx =? A masodik azonossagot felhaszndlva kapjuk:

+C.

£ 1 1 " x sin2x
| sin*xdx = f{———c’os;x\ldx= —_— +C.
J vii2 2 ] 2

sodik azonossag felhasznaldsival hozhat6 konnyen integrathato—alakrat—————

. 2y dy = fsm2 2x 1 f(l 1 cos 4x) dx
x _ — ———— X =
fsm X cos? x 3 5732

1 sin 4. x sindx
= [i— ! x]+c=§— + C.

4|2 8 32

10. f sin® x cos? x dx = f (sin x cos x)? sin x dx =

. 2 2 1
=f sin 2x i—icOSZx i =—fsin2 2x(1—cos 2x)2dx
7 2 16

Il

_ rc|n2 2x(1—2 cos 2x+cos? 2x) dx =

= ifsin2 Zxa'x——l—fsin2 ZxcosZxdx—!-ifsinz2.xcos2 2x dx.
16 8 16

A masodik integral integrandusa konnyen f"(x)f”(x) alakra hozhatd,

Mindhirom integralt kiilén szamitjuk ki.
Az els6 integral:

1 1
f51n22xdx——lg (—é——?cos4x)dx=
1 { ax)d 1 ( sin4x] L
= — - x = — | x— - .
32f( cosax 32 4 1

104

ezért
| 1 p
—— | Sin*2xcos 2Xdx = — — | sin" 2x(2cos 2x) dx =
oV 10v
1 sin®2x c 1
= —— . = —— sind® 2x
6 3 + G, P sin® 2x + C,.

A harmadik integral:

1. . 1
Efsm2 2xcos?2x dx = Ef(sin 2x cos 2x)* dx =

__l‘/‘ sin 4x 2(1 1 - 1 1 1
16 3 Jx—6_4 sm-4xdx=a (E‘-—?COSS)C)(I'X:—

I( —cos 8&x) dx = - 'v._..SIIOX\l_L_{‘ — * ——BIIIOJ_L
1 8J ) 128" 5 )t O 125 1024 C..
A feladat megoldasa tehat:
me‘ Xcos?xdy — OF _Sindx  sin’2x sin 8x+
128 128 48 1024
ahol C,+C,+C, = C.
11. [sintxdx =2
fsinﬁnix—f(l 1 S 2 2d
- > 2 cos 2x}) dx =
1
=7_/‘(1—2c052x+c0522x)dx=
'—‘i l‘fl 2cos 2x ! 1 \
4Jl cos +7+—2—cos4x,dx=
(3 :
= jj (7_2C05h+7cos4xjdx =
1 (3 2sin2x  sindx
= —l—X——— —
4\ 2 2 ’ 8 ]+
et gl
= —X——SIn —
8 2 v+325m4x+c.
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2t

1 1
(l+2 cos 2x+— 5 +7cos4x] dx =

1
f( +2c052x+§-cos4x) dx =

251n2x sin 4x
—_— 3 C=

1 1
x+—sin 2x+—sin 4x+C.
4 32

rl—‘rsinx’h_ ll T _2dt
J 1—cosx I' ]_1—-18 1-+¢
I+#2
124142 1242+ 1 t24+2t+1
=f1+t2 1422 1+t‘= —f2t2(l+t2) ftz(t*+1)

Az integrandus r-ben raciondlis tortfiiggvény, amit parcilis tortekre
bontunk.

1242t+1 A+B+O+D,

r2(t2+1) t 1 41

£24+2t+1 = At(2+1)+ B(e2+ 1)+ (Ct+ D)3
124+-2t+1 = A*+ At + B*+ B+ Ct3+ Dt2;
24+2t+1 = (A+ C) 3+ (B+ D)t?+ At+ B.

2. Trigonometrikus fiiggvények

altalanos alaki racionalis kifejezésének integrilja
A sinx, cos x, tgx, valamint ctgx fliggvények tetszSleges
R(sin x, cos x, tgx, ctg x) racionalis kifejezése integralhat. Még-
. T , X 2 r
pedig mindig célravezet a t=tg7 helyettesités, amelynek segit-

ségével az integrandus racionalis (egész vagy tort) kifejezésbe
megy at — ennek integralasaval az el6z6 IL., ill. ITL fejezetben
foglalkoztunk — és ez mindig integralhatd.

Ezzel a helyettesitéssel ui. — mint az konnyen belathaté — |
dx— 2 dr sinx— -2 cosxo 17T
wo — 1+t2vu, o1l v — 1+t2’ YU A — 1+t2,
t 2 ctgx = 11
X = , =
8 -2 2t

Gyakorl6 feladatok

14sin x . . . i .
1. cosx dx ==? Az integrandus sin x-re, ill. cos x-re nézve racio-
- —Cosx

nalis tortfliggvény.

106

Az cavitihatel eiaEh Tanh o kivericsd trendazert:
A+C=0
B+D =1
A=2
B=1

Ebb6l C=—A4=—-2,sD=1-B=1-1=0.

Behelyettesitve az egyiitthatékat:

’+2t+1 2t
[t e (2 k2
o ﬂlﬂ.x_l\ 21}
1 13
=2Int———In (£2+1 +C——— In +C =
t ( ) + 2+1
X X
1 tg2— sin? —
x
=—-——+4ln—+C=~ctg—+ln——= 1 C=
tg X tg2i+ 1 2 sin? i-i-cos* X
2 2 2 2

t x+21n i x+C
= —-Clg — Sin — .
£2 2
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Ellendrizziikk a megoldas helyességét!

x x 4 1 1 1 x_ 1
—ctg—=+2Insin—+C| = o—dt2 +CO§ —+ — =
~2 x 2 x 2 2
sin®— sin —
2 2
X 1+2sin> cos~
cos — sin — cos— .
1 1 2 2 2 1+sinx
T2 x x .1 " 1-—cosx
sin® —  sin— 2sin? —
2 2 2
A feladatot tehat helyesen oldottuk meg.
1
2 [——ax=2
J 1+cosx
1. Megoldds:
At=tg % helyettesitéssel i
1-¢2 2dt ‘
cosx = Ix = . |
1+¢ 1+¢2 i
1 1 24t 2dt !
——— dx = . =f = H
1+cos x fl+1—t= 1+122 1+2+1—¢2 )
1412 ;
i

X
dt =t+C=tg—+C.

Il
o

Differencidljuk az eredményt!
(. x Y 1 1 1
lts —5‘1"‘ € J = - 3=
x
cos? — 2 cos? —
x l+4cosx 1 .
Mivel cos? — = ——, ezért = , és igy szamita-
2 2 X 1+cosx
2 cos? —f

sunk helyes volt.
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II. Megoldds:

Megoldjuk a feladatot egy mésik médon:
. x l1+cosx 1 1
Mivel cos* — = ———, ezért =

2 2 14cosx

x
cos? —

1+cosx —f y X +C
/] 2cos?—

1+sinx

sinx = ——

f 1 . 0 1 24t p 2dr

I Brwrwerontodall | > = =
el I 2t *+1 J B2 1+2r
J

1+
141
2 2 2
= dt = ——— =—
f(t+l)’ Tite x TG
tg—+1
2
4. f 4 =9
5+6cosx
1—p¢2 2dt
COS X = ——; = —,
1422 1472
4
[——ar= % .22
v >+0cosx ] .. 6-62 1412
)+ 1 ¢ «2
1+
8
=) ——dt = I' St )
J O 5+52+6—612 J 11-p

A t-re kapott racionilis tortfiggvényt 11 ki -
alapintegralra jussunk, ggvenyt 11 kiemelésével alakitjuk ét, hogy

1 8dt

1 =7
-(-5)
Y11

.
@
\0




t . s
Legyen most u=ﬁ; tehat dt =

V11 du

8 p__a 8 rVitdw Vit du

Az integral |u|<1 esetén:

11]‘1_—(}%1:_1_-_ﬁl 1—w 11 J1-w

11 1 14u
—In

+Cy =
11

1—u

4}/'1_11 Yil+¢

11 Yil—¢

+C1=

Az integral |u|>1 esetén:

11 1 +1
=8 11. lnu—— +C, =
11 u—1

4y11 . t+¥Y11

In +Cs =

11 Y11

=N
~

[N

-

(=Y
-

Az elsd integral értelmezési tartoménya:

—'_—|<1, vagyis |7] <V11.
1

[
[
o

+C’.

¢
1, de u=——, tehit
lul< Vi

Mivel ¢ = g

}< y1i, amibdi
|

NIR

, €zZ€ri |‘

(D | %
IW:

I o
| <arctgyll~
|

Ix|<=<2,54.

Hﬂfﬁtg%%iwﬁvﬁ%(mdmnj—vagyrs
— A mdésodik integral érteimezési tartomanya ebbol kovetkezoen [x]>2,54.

s [l an
sin x cos x
1. Megoldds:

x
Ar=tg > helyettesitést alkalmazva, vagyis ha

. 2t 1—¢2 24t
Sinx = N COSx=———; dx:—’
1241 1422 1+¢2
akkor
1 1 24t r 1+z22
[ &= . = dr
J

11g2 1442

Az integrandus parcidlis tort elallitdsa:

1+12 A B C
A+0d-n_ ¢ 1xe 1=¢°

1422 A —=t)+Br(1-1)+Ct(1+1)
t(+1) -1 t(1+1)(1—1)

Az azonossig a szamlalok azonossagit is jelenti:

1+1* = A— A+ Bt— Br*+ Ct+ Cr?;

1482 = (C~4-B)*+(B+C)i+4
Az egyenl8 fokszdmi tagok egyiitthatsi egyenldk
C-4A-B=1 I
B+C=0 II
4= I
C-B=2 L+II,
B+C=0

==Y
[
[




Az egyiitthatOkat beirva:
r 1 f(1 1 1

—_— ax = —_— -+ dr=
4"—snrx1:vsx d’ t—+t—1—¢

Az egyenld fokszamn tagok egyiitthatdi egyenlsk
B=A4=€C=0
B+C=0
___A=1
B-C =
B+C =
2B=1; B=—. c=_1
2 2
Eredményeinket felhasznilva
— A1 1 1 1y
J sinxcosx *J’ I\T+?1——-_t_?m} dt =

t
=hnht-In(+)-In(1-N+C= ln1 m +C=
¢ x
83
=In +C.
1—tg2i
2
2tg— |
Mivel tgx =——, ezért ‘
1=tgzi !
2
n 1 tgx
| ————dx=In|—|+C=Injtgx[-In2+C = InJtgx[+ C;.
J sinxcosx 2

1

II. Megoldds:

Most t=cos x-et helyettesitve alakitjuk 4t az integrandust racionalis
tortfliggvénnyé.
Az integrandust bovitjiik sin x-szel.

1 sin x

sinxcosx  Sin®XxCOSX

Mivel cos x=¢, ezért sin®x = 1—cos?x = 1—¢2, és dr= —sin xdx.
Mindezeket figyelembe véve:

p sinx r —dt

—dx = | ———

J sinf xcosx J (1=t

Az integrandust parcidlis tortekre bontjuk:

1 1 ’
=—Int+—In(I-nN+—In(1+0+C = 1n;

sin x
= In

+C= .
cosx’ C=In|tgx|+C

HI. Megoldds:

A feladatot még egy harmadik médon is megoldjuk:

1 —4 B €
t(1—z)(1+t)=7+1—z+1+t’

1 _A(1=)+Bt(1+0)+Ct(1-1)
(- (1+1) t(Q—-1)(1+1) ’

1 = A—Ae*+ Bt+ B2+ Ct— Ct?;
1=B-4-0)2+(B+O)t+A.

-
[
N

1
r __ 1 A — r 1 1. [COSzx . . s —
Jsinxcosx I’ sinxcostx  J tgx @x =nitgx+C.
v cos x
r
6. ——dx="?
.I 1+2tg x
1. Megoldds:
Legyen tgx = és dx = d
1—¢2 1422 £
8 Integralszamitds

et
-
w




2

2 g% .2 ;-
Ji1t2tgx ’ 2t 141
J 1+2
=7
2 4—4r2

= 2 . at = It =

1—224+4t 1412 A+ (1 —12+41)

1-13

412 —4
- f dt.
(1+3)(r2—4t—-1)

A nevezdt gyoktényezds alakba kell irnunk:

rP-4—1=0 |
i1,2=4:tyib+4 f2:|':'/§; f1=2+‘y/§; tz=2—‘,/§
412—=4 i
f = - dt. |
(t-2-V3) (t—-2+V5) @+ D '
Az integrandust parcialis tortekre bontjuk.
4124 _ A + B L Ct+D,
(t—2-V35) (t-2+V3) e+ 1-2-V5 =245 r*+1
4t2—4
(-2-7V35) (e-2+V5)*+1)
A+ D) (-2+V3)+ B2+ D(t—2-V5)+(Cr+ D)2 -4t-1)
B (i—z—y:)(i—é-r'/g)(i!-i- 1)

4—4 = A(P=200413Y5+1-2+V5)+

+B(3-202—13Y5+1—2-V5)+Cr*— 4C1*~ Ct+
+Dt*—4Dt—D;
4'—4 = (A+B+C)t3+(-24+A4YV5-2B—BY5-4C+D)*+

+(A+B—C—4D)t—2A4+AY5-2B—BY5-D.

[
[N
i

A+B-C—-4D =0 I
—24+AY5S—2B—BY5-D =-4 V.

II.-1V.: —-4C+D+D =28; D =4+2C.

D értékét a III. egyenletbe helyettesitjiik:
A+B—-C—-4@4+2C) =0,
A+B—-C—-16—8C = 0;

A+B-9C—-16 = 0.
Az I egyenletet ebbS! kivonjuk
16 8
—10C=16=0; C=-—— =__"_
0 5
D=4 16 4
T 5 s
A+B8 0A+B—8 —sB
57 Ts? T s
Eredményiinket a IV. egyenletbe helyettesitjiik:
16 8Y5s - - 4
-——+ ZB+—V——B)/5 —2B—BY5—— =—4.5
5 5 5
—16+8Y5-10BY5—4 = —20;
8V5 = 10BYS;
4
B = T .
5
8 4 4
A= ——— = —
5 5 5
A Kkeresett egyiitthatok tehat:
4 4 8 4
A=——; B:—; C=——' D=-——.
5 5 5° 5

[Ty

Lh




Az integrandust parcidlis tOrtekre bontva:

2 A Bt+C
7 +

9 ’

AY 1 3 g I
) I 4t 1'1'[

—'—
—_—
f(4 1 4 1 + 5 5
5 1—2—V5 F S 2+V5 12+1

1 =2+l
f( + 3 dt:
EETA P AP 2+|/5 ?+1

4 dt f 4f2t—1dt
=?fx—z—l’§'5 z—2+}’§ 57 1+l

El6szor a harmadik integralt szimitjuk ki, mert azt még at kell ala-
kitanunk.

2 _ A(Q+1)+Bt+C)(14+22)
a+20U+3 (A+21)(1+1?)

k]

azaz

2=A0+)+Bt+€)(1+2¢) = (A+2B)1*+(B+2C)t+ A+ C,

ami csak ugy allhat fenn, ha

4 4
= ———5-'—ln(t’+l)+?al‘6tg t+C.

4 4 —
[ s =g ile-2-YD+ T (-2+V5)-
1+2tgx 5 5

4
-%m(:=+1)+-5—arctgt+c=

0= A+2B L
0= B+2C H
2=A4+C III
Az egyenletrendszer megolddsa:
111.-bdl
A=2-C,

ezt II.-be helyettesitve
0=2-C+2B

II.-t Ujbél leirva
0 = B+2C, ebbdl B= —2C.

2
0=2-C-4C; 5C=2; C= 3

4

B; _— =

; A
5

u..l o0

Az integral igy
2 _ 8 p dr 2 p2t—-1

—4t—-1 4
=iln——4——+-—arctgt+C=
5 2+1 5
A x 1
A tg’:——wtg7—x 4 x
= —In - - +—arctgtg—+C.
5 gt x+1 5 2
2
II. Megoldads: d 1
X o
— = — = ——, vagyis dx =
Legyen t = tgx, igy x = arctgx és ekkor Friawen gy
dt

. Bkkor az integral

= 1412

[t = [ v
1+2tgx 142t 1412 A+20(1+23)

o
-
(=)}

.,1+2tgxdx—-?., v 5J m®

T s 12 5f12+1 5J 211

8 Init+2¢] 2 2
= ~—-—————1 (t’+l)+-—-—arctgt+C.
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Mivel arc tg t=x és t=tg x, ezért

r 2 2 2 2
| ——d&=— gx)’ ——In(tg°x =
J14+2tgx 5 5 5
2 14+2tgx
— ]n(_-i-_g_..)‘...l.x +C.
5 tg2x+1

1. Egyszeriibb specialis tipusok

a) sh®*!xch*x alaki integrandus. Amennyiben az integ-
randusban sh x péaratlan és chx tetszéleges egész Kkitevdjii
hatvanya van, akkor a sh x tényezSt atalakithatjuk az alabbi
modon:

sh?*1 x = sh x sh® x =sh x(ch? x — 1),

felhasznaltuk a hiperbolikus fiiggvényekre

Az 4talakitas soran
x = 1 azonossagot.
fov
*oJ

as
tanult ch® x —sh’
Az mfeg‘a- ndus ig

SO
Z

a kovetkezd alakot veszi fel:

QAU ¥

X = X({Ch* x— cnt x.
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A kijelolt miiveleteket elvégezve az osszeg minden egyes tagja
— legfeljebb egy kivételével, amely alapintegral — f*(x)f’(x)
tipust lesz, tehéat az integralas tagonként elvégezhetd.

b) ch®*! x sh* x alakii integrandus. Ha az integrandusban
chx péaratlan hatvanya, sh x-nek pedig tetszéleges hatvanya
Iép fel, akkor a ch®**1 x tényezdt alakithatjuk szorzatta:

ch®*! x sh* x = ch x(sh? x +1)" sh* x

kijelolt miiveleteket elvégezve, az integrandus minden

tagia — 'e‘rfeljebb egy kivételével, amely alapintegral — f*(x)f"(x)-

h Jp—

alaku lesz, vagyis integraija kozvetientil feiirhatd.

——Gyakorlo6 feladatok
[shexchtxdx =2
fsh’xch‘xdx = fch‘x(ch“x—l) shxdx =

ch’x chix

7 5

=f(ch°xshx—ch‘xshx)dx=

I
[,
O




2. fsh‘xch3xdx =7

Most #=sh x-et helyeitesitiink, ekkor dr=ch xdx.

' shtxch3xdx = J[:h‘x(l—kshzx\ chxdx =

sh®x sh*x
=f(sh4xchx+sh°xchx}dx= 5 +—7—+C.

3. fshs xch’xdx =1

1. Megoldas:

El6szor a sh® x-et alakitjuk szorzattd:

17 X So

f ch"xshixshx

t&  3y8 3p0 12
=—+—+—+—+C=
6 8 10 12

1 3 3 1
= —sh¢ — sh# — sht® — sh? C.
3 x+85 x+10 x+lzs X+

Az eredmények Osszehasonlitisat az Olvaséra bizzuk.

) sh®™x, ch®x, ill. sh® x ch®* x alakii integrandus. Ameny-
nyiben az integrandusban a sh x, ill. ch x fiiggvényeknek csak
paros kitevGjli hatvinya szerepel, ugy az alabbi Osszefliggések
felhasznélasaval alakitjuk 4t az integrandust:

2 ch2x—1 o ch2x+1

= =
sh*x 5 , ch™x =

= f(ch“x—Z ch® x+ ch? x) sh x dx.

Legyen t=ch x, akkor dt=sh xdx.

t12 2t10 tB C
7 — 1198 47 =—-2 4 4C=
fsh5xch xds f(t W+ dr = oot

1 1
—1— ch??2 x ——ch®® x+—ch®x+ C.
12 5 8

II. Megoldas:

A feladatot most a masik tényez6 atalakitisaval oldjuk meg.

fshxch?xdx = [ shbxch® xchxdx = [sh’x(1+sh?x) chxdx =
= [sh®x(1+3sh?x + 3sh* x+sh® x) ch x dx =

= f(sh® x-+3 sh?x+ 3 sh® x+sh™ x) ch x dx.

“~ Z

Gyakorlé feladatok

4. [ch*xdx = 7 A feladatot — az osszehasonlitds kedvéért — két
féle médon is megoldjuk.

I. Megoldds:

Az exponencialis alak felhasznaldsdval:




I1. Megoldds:

A hiperbolikus integrandust atalakitjuk a masodik azonossag szerint:

2 2 o

__1 sh 2x sh2x+x+C
T2 4 2 7

A két eredmény tehat megegyezik.

+x)+C=

5. f sh? xdx =? Ezt a feladatot is mind a két modszerrel megoldjuk.

1. Megoldds:
Az exponencidlis alak felhaszndldsdval:
L L X L=Xx\2 22X N ,=2x
(eraxge= 11 "C Vo= 227"  gv=
" SIl” A A J |\ 2 ,’ ax J 4 Y
1 p 1 2x -2x
=— | (—2+e™)dx = — —2X+——|F¥C=
4J 42 =2
x ezx_e—Zx Co X 1 e2‘c_e-2x+C—
=3t 8 T 274 2 B
X
= —~2—+~—sh 2x+C.

II. Megoldds:

Az integrandus atalakitdsdval a harmadik azonossig alapjan:

ch2x—1 1
fshzxdx= f———_————dx= — r(ch2x—-1)dx=
J J . v
ifsh2x ) i X
= — —x|{+C=—sh2x——+C.
2 4 2

A két eredmény tehat megegyezik.

ch2x+1
6. fch‘xdx =19 Tudjuk azt, hogy ch*x = ——

integrandusba:

h2x+1ye . 1
fch‘xdx =f[°——2’i] dx = :f(c1122x+2ch2x+l)dx.

; ezt irjuk az

ey
N
N

A fenti linearizal6 formul4t ismételten alkalmazzuk, most a ch? 2x-re:

(ch4x+41 )
-2—+2 ch2x+1)dx =

l(sh4x+ sh2x+3 c 1 b 1 3
3 ) 2x + —-358 4x+Tsh2x+—§-x+C.

ch2x—-1
7. f shtxds =? Mosta sh*x = =" lineariz4l6 formuldt alkal-
mazzuk:

R _ _ [[ch2x-1)?
sth xdx—f(shzx)’d", _Jf{_z_} dx =

£ ch32x—2ch2x+1 1
=] ” dx = —

L4

r
” ,,’ (ch?2x—2ch 2x+ 1) dx.

ch4x+1
A ch?2x = ——— azonossigot felhasznélva:

1 p(chdx+1
[ shtxax = Tf(-—z——Zcth+l) dx =

1 ch 4x 3
=-Z- ( 2 —2ch2x+—2—)dx=
_ 1 (sh4x 2sh2x 3x 1 1 3
__.z-( 3 —_ 2 ?J =—3;Sh4x—75h2x+_8—x+c.

e [ 1o 20 0 e s . o
o Jsh®*xcn®xdx =7 A feladatot a linearizdlé moédszerrel oldjuk
meg: )

1 1 chdx+1
= e— 2 —— — ——
7 f(ch 2x—1)dx = + f(——z - 1) dx =

1 1 (sh4 1
= ;f(ch4x—l)dx= —8—( x—x]+c= -——sh4x——;-x+C.

4 32

[
IN
“




r : ey o DL 2. Exponencidlis fiiggvények
9. [shixch®xdx =7 Feihasznaijuk, hogy si°x=-—3 ) altaldnos alaki raciondlis kifejezéseinek integralisa
J
ch2x+1 . . .. , ! .
chtx = —. 4 —Am%ﬂw*bﬁl—az—lﬂtegfmdﬂm—e‘fuggveny—k(fjwiﬁs—
- e, . dt
ch2x—1)2 ch2x+1 kifejezése, akkor a t=e*, vagyis x=Int & drx="- helyette-
fsh4xch2de=f 2 2 dx = A e e . ! .
sitéssel 4talakitjuk ¢ racionalis fiiggvényévé, és ily médon racio-
f ch?2x—2ch2x+1 ch2x+1 & = nalis (egész vagy tort) fiiggvényként integralhatjuk.
Gyakorl6 feladatok
chdx+1 |
————2ch2x+1 f 4
¢+ 1 1. ——dx =?
=f 2 'ch2;+ dx — o _4 x
4
. . dt -
1 2 (ch 2+ 1) dx =2 Az e*=t; vagyis dx = K helyettesitéssel ;
=;—6—J AL TA T 27T il e T &

Py T TR

4 4 dt ( 4dr r ddt

A feladatot az exponencidlis alak felhasznalasaval oldjuk meg. —jeHd—-LM_t_—J_;(&_@;J_;Mﬂ%—

1d 3o A2 oo Ay

——

sht x ch? x dx Az integrandust parcidlis tértekre bontjuk:
—dx X -2x 2x -2x |

l e‘x+e 4 _4 82 +e +3) (e +e +l)]dx= _._____4 = i.*____B +__....C .
=16 2 2 2 t+2)(t-2) +t t+2 -2

1 pl[e™+e ¥+ +e ™ @+ 1+ 146 )+ 4 = A@*—4)+Br(t—2)+ Ct(t+2).
= Rf [ 4 Az ismeretlen egyiitthat6k értékét alkalmas 7 értékek (a nevezd gyokei)

3  etx behelyettesitésével hatdrozzuk meg:

e X -2x =
-h?(e’”+e'2x)+7+ 2 —2e" -2 +3] dx ha t=0, akkor 4= —44, vagyis A=—1;
x 1

1 e e e et 4 5 4e™** + 6e™ + ha r= -2, akkor 4=8B, vagyis B=?;

Iﬁf( PR 4 4 4 4 ] . 1

Go-*  2ett 2ot gt Be B | ha r=2, akkor 4=8C, vagyis C = >
+ '4 += a4 +5J ax = Az integral tehét

s P —2x A _-—4x —6x\ , 4 1 1 1 1 1

1 e 2e 4 € < d = f-——dx =f(—-——+——-—+—-—-——] dt =

='1€flT_—4__T+l a4 4 de | -4 t2 2 212
‘ 1 1
=élzf(e"‘—2e"‘—e2"+4—8_2x_23_4x+e_8x)dx= | =—lnt+?ln(t+2)+-2—]n(t—2)+C=
X x 2x -2x —-4x -6x _-12_4 ,_27__4

LN L —-e——]+c. ) +c=|n}/—e7~+c.

64l 6 2 2 2 2 6 e

124

Pt
N
(¥}




- e 4
[ _ax =2 A t=¢*; dxr = —, helyettesitéssel:
J e*+1 t

Az integral:

5 adt r_ 5

r
= —= | ———dr
J &= e”‘+1 J prlr J 112 +1)
Az integrandust parcidlis tortekre bontjuk:

5 _A B+C
t@e+1) ¢t 341’

5  A@E@+D)+(Bt+0)¢
*+1) 12+ 1) ’

5 = Ar*+ A+ Bt*+Ct;
5 = (4+B)1*+Ct+ A.

[ ar={ =22
= t._ — =
JI+2 J\ +t+2 dt
t.

1
= ?—21+4ln (t+2)+C= -—z—e”"—2e"+41n (e*+2)+C.

e* dt
4. f dx=7At=¢" = — i .
e 12 t=e¢*, dx p helyettesitéssel:

Az egyiitthatokai Osszehasoniitjuk:
A+B="0
Vol 0n
C =V
A=S5
B=—

fe’x+1dx—f{ ”_H]d —51nz——1n(z=+1)+c—

5
= 5lne=—7ln(e’*+l)+c = 5x—-—2-1n(e”‘+l)+ C.

3x
f e: dx =7 A szdml4ld e*-ben magasabbfoki, mint a nevezd,

dt
ezért a t=¢€~, dx = — helyettesités utdn a szdmidi6t osztjuk a nevezdvei.
t

dt.

( e 13 dt rt’

J ;‘?dx=J 142 ¢ Ji+2
$2:(t+2)=1t-2
—1242t
-2t
F20F4
+4

bt
[
-,

f e* Qt+1)-1
—~ = == | =——dt=
e *+2 1+2¢
1 1 1 1
= ?Jr{l—l_!___!}d: = ?:=Zln}1+2ti+c =
1
=.7e" —In [1+2¢¥|+ C.
3
e“+e™* e +1
di
t=e¢€%;, dx= —t
t
f 3e* dx—f 3t dt _ 3d:r 3
e +1 1241 ¢t '"f 121 arctgt+C =
= 3arctge*+C.
_ e*
o' ,l‘IAx ~A\a dx:‘i
v (e"+2)°
1. Megoldds
. dr
Ar=¢e"; dx=—t— helyettesitéssel :
f e*
oy~ (:+2)'T_f t+27
ST YT T +C
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e*+2

* dt
f _CHY e — A= e de =, helyettesitéssel:
t

e*+4e*+3

t+4 _f t+4
f12+4t+3 t t(t2+4t+3)

A nevezdben levé masodfoku polinomot szorzatta alakitjuk:

2+41t+3 = 0;
—4+y16—-12 —442 .
fe = = ==-2%1
’ 2 2

t]_:_l; t2='—3.
2+4t+3 = ¢+ 1)@ +3).

t+4 f t+4
f (2444 3) t(+1)(t+3)

Az integrandust parcialis tortekre bongjuk:

’

t+4 A B C
=—+ + H
te+1)@E+3) ¢ t+1 143
t+4 AW+ @+ +Br(t+3)+ G+ 1) |
te+1)(+3) i+ 1) @+3)

t+4 = A@+1D)(E+3)+Bt(t+3)+ Cr(t+1).

Behelyettesitjiilk a nevezd gyokeit:

4
ha t=0, akkor 4=3A4, ebbdl A=—;;
3
ha t = —1, akkor 3 = —2B, ebbdl B= -—-é—;

1
ha t = —3, akkor 1=6C, ebbdl C=—6-.

[
[\
<o

r t+é L, (41 3 1 1 1)
Jiwivaey =l Tt e sl e
. T AT Iy L2 W i L tT1 O ItJ)
4 3 1
=—1In t—-—ln(t:k]):&_lp(u_‘n.x.r'—
3 2 6
4 1
= ghe—ZhE+ D+l +3)+C =
4 3 In ( 1 ! 1 3
= — X —— x - x
3 2ne+)+6n(e+)+C.

3 f 2x+ 2*—1 4 A d dt hel
o T e ————ax =1 = e~ = — e .
e*(e® +7e*+6) e’ ax p elyettesités utdn:

1’ +r—1 dt t24t—1 4
"_"———-‘_ — — — = _— l
(2 +Te+6) t J 12(12+ 71 +6)

A nevez6ben levd masodfoki polinomot szorzatti alakitjuk

13 +L7t+6 =0

—-7+V49-24 —7+5
Hhpe = = ;

2 2
t1=_1; 12=_6;

2471+ 6 = (t+1)(++6).
t24r—1
f T k=
t2(t+1)(t+6)
Az integrandust parcidlis tortekre bontjuk:

Pr—1 A B C »
T 4 T =
t

m 2 41 t+6
At(t+ 1) ¢+ 6)+ B(t + 1) (t+6)+ Ct2(t+6)+ Dt2(t+ 1)

t2(t+1)(t+6) ;
2+t—1 = At(t+1)(t+6)+ B(t+1)(t+6)+ Cr2(t+6)+ Dr2(t+1).

Az egyiitthatokat alkalmasan valasztott ¢ értékek behelyettesitesével
hatdrozzuk meg (ezek koziil 3 a nevezd gyoke):

ha t =0, akkor —1 = 6B, ebbdl B= __é_;

9 Integralszamitic




ha t = —1, akkor —1 = 5C, ebbdl C=——;

180
10U

Legyen végiil r=1, és a mar ismert harom egyiitthatot helyettesitsiik be:

1 1 _ 29 77 29
= Aldm—e 1T o2 = 14—
6 5 7180 3 5 90
210+ 126+29 365 73
= 1aq210FI20HD 38 D
90 90 18’
91 91 91
= = 144; =—
18 18-14 252

r(91 1 11 1 1 29 1)
S [ (i P P
J 22 7 677 Sir+1 1807+6)

r 24+r—1
_——dt
J IE(fr+ T ¥6)

e —In|t4 1 ———In |1+ 6/+C =
252 6 ¢t 5 180

=— o1 "+L—iln(e +I)—£ln(e *+6)+C =
252 6e* 5

= 9—lx-+—l e""—iln(e"-}—l)—ig—ln(e"+6)+C.
252 6 5 180

-l
("]
(=]

VL. NEHANY TOVABBI SPECIALIS ALAKU

KIFEJEZES INTEGRALASA

1. R(x, Vax+ b) alaki integrandus
Ha az integrandus a fiiggetlen valtozénak (x-nek) és 'll/ax + b-nek

racionalis fliggvénye, akkor az integrandus a ¢ = Vax+b 4j
véltozé bevezetésével racionilis fiiggvénnyé alakithato.

t"—b
Ha ¢t = Vax+b, akkor x = és dx = Zyn-1gp,
a
Gyakorl6 feladatok
I [xV5x+3dx=1
- 12—-3
t=V5x+3; 1= 5x+3; x= 5 H dx:'zsidt-

A helyettesitést elvégezve:

- -3 %
fo5x+3dx=f . t——dt-——f(t‘ 3¢%) gt

Lathat6, hogy az 1ij ¢ valtozban az integrandus racionalis egész fiigg-

vény.
_— 2 (ﬁ 33
Joissa = 25T )ve-

2

2
_— 32_~5 2
—125( x+3) (5x+3)2+C =

= E(5x+3)2}/5x+3——(5x+ 3)Y5x+3+€C=

—15 3)Y5x+3 15 3
= 55 Gx+ 3 sx+ [—5—(x+ )—1]+C=

—2—(5+3V5 3 2).c
% x+3)Y5x+ x——k—+.

ot
w
b




2. [Gx+6)V2x—4dx =

— Az elvégzendd helyettesités:
14
N - — 2 Y A Ay — ¢t
T=yix—4a; [T= ax—%, X = > ,  ax at
Tehat

3r2+12
f(3x+6)V2x—4dx = ( )r ctdt =

35 126
_f[——+12:2) di = — ekt C =

= —13;—)V(2x—4)5+4V(2x—4)3+C =

4 fm.._n-lt;\f; 9
fe JWEX—DYOX—3)ax =7
Helyettesitiink :
t2+3
=)5x-3; *=y(x-3) *2=5x-3; x= 5 3
= —1tdt.

— 1013 1
=2x-DV2x—-4|=2x—4+4}j+C =
L1V )
3 14
=2(x=2)¥2x=4 —X—= +C:

3. [oe—2x+3)V2x—1ldx =?

A helyettesités:
2

2+1
t=F2x-1; 12=2x—1; x=—-—2——; dx = tdt.

2+ 1)? 1242141
f[(’ :1) —12—1+3] t-tdt=f ———+T———t2+2] 12dt =

9
—f(—+ +——t4+212)dt f[——r* —t3+—t=)dt

3 1 o o 3 3 acn
=TS22 3T T T T8 e

[ 3 1 )
_r ——12+—t+3)+C=
a ( 5772

1
- %(2);—1)}’2){-—1 [——:—(Zx——l)+7v2x—l+3]+c=
1 6 1 3
= Z-(Zx—l)VZx—l [—?x+—2-}’2x—1-+-3?]+C

[
w
N

o — —+——+C=
25 257 255
_ 2 15{215+1‘+C—-
25 ‘7 5, N
2

= 55 (% 32 Y5x— 3[—(5x 3)+—]+c—

10 23
=-——(5x 32 Y5x— 3(———x~—§ +C.

2
5, f——dx:?

Y6x+4
Helyettesitiink:
t=V6x+4; 1*=6x+4; x=r=:4; x=—:-dz
t2—4
2x 3 1t 12—4
fmdx’—"./ : 3 '_f—?
_%—%: c_-—-—Vf—“"_’—-}vmm
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8. ‘ex;/5x+3 dx =
J

Helyettesitiink :
n A
t=V)5x+3, t*=5x+3, x=

L -3 4 4 3
fx}’5x+3dx=f 5 t—5—13dt=§§ft‘(t4—3)dt—

4 4 (1 t"‘]
8 4 =—|—=3—|4+C=
= __f{t -3t )dt—25(9 5

__r y(5x+ 3)._1_ YGx+3F+C =

- 4
3 cbbol dx = S .

_4-.t°———ts+C=
225

12
125

3
=@( Ver= 4)“+il/(6x 4)3+2o)+c—

3
_ Yex—4y [-:;— (6x—4)"‘+% (6x—4)+20] +C.

A tovabbi atalakitasokat az olvasdra bizzuk.

( +/axxB)

2. Rix, I/ —— alaki integrandus
L'V ex+d)

Az integrandust racionalissa tehetjiik, ha 0j valtozét vezetiink be.

Legyen u = Vax:lc:'( =2,3,4,..., és ad # bc), ekkor

._ ax+b N . .
=t d’ és ebbdl kifejezziik x-et mint az u \j valtozo fligg-
vényét:

u"(cx+d) = ax+b;

cxu"+du" = ax+b;

PO o | N\ ___ L I .n.
AU —a) = 0—au,

225
A 15- ' 34 \
LI ity rreg SR, rrs | IR
25" Lo
4 25x+415-—27
— 5x+3)V5x+3- — =
25 45
4
_ 5(5x+3)(25x—12)¥5x+3 Lc
1125
3x2+2
Tﬁi._dx_-:?
y6x—
Helyettesitink:
— £+a
t=)6x—4; t3=6x—4; x= , €bbdl
32, 12
ax = s at 'E ai. |
Ix+42 de— ( 6 ] —'—dt=
J=— J 2
}/6x
6 3 t 18+ 8t34+16+24 ¢
=f 3' 18 +16+2 —dt=f —dt =
36 2 12
1 (¢ 8t5+ 40t2)+c
- — 7 4 PR =
f(t + 84+ 400) dt = 24(8+ 3

e
ﬁb

_ b—dv"

T cl"—a
ax _ —ndi" N(ew'—a)—(b—du) cm""t
du (cu” —a)? -

_ nu"Y(da—bc)
T (a"—a)

’

-
w
w




vagyis
_ nda=b) s,
(cu"=a)j

Ha (elébbi feltételezésiinkkel ellentétben) ad=bc, akkor a
gyokjel alatti tort a kovetkez6 médon alakithaté at:

a[x+£]
ax+b _ _

ex+d [ ]__

=% iatt a tort egyszerfisithetd és a tortfiiggvény

Kifejezziik x-ct mint az u Gj valtozo fliggvényét:

u-3

wx—ut=x-3, x@—-1)=u*-3, ebbdl x = a1
Differencidlink x-et u szerint, majd kifejezziik a dx-et:

dx  2u@—-1)—@r-3)2u 2u*—2u—2u’+6u 4u

7 @1y ST @ -1’

ebbdl 4
u

dx = -(“T_l—)idu

Behelyettesitiink :

V 4u?
——dx = ( us — 1)’

—
w
(=)}

Az integrandust parcialis tortek Osszegére bontjuk:
42 4u3 A B C D

Pt

_ A@=1P+B@u+)@—1*+Cu+1)*+D@u—1)u+1)y
(u+1)2(w—1)?
_ (u—1)*(4+Bu+B)+(u+ 1)*(C+ Du~—D)
(u+1)P(u—1)
A szdmlalok azonosan egyenldk, tehat
4u? = (u®—2u+1)(A+ Bu+ B)+ (u*+2u+1)(C+Du—~D) =
= Au*+ Bu®+ Bu*—2Au—2Bu*—2Bu+ A+ Bu+ B+
+ Cut+ Du? — Dut+2Cu+2Du?—2Du+C+Du—D =

= (B+D)u’+(A+B—2B+C—-D+2D)u+

+(4+B+C-D).

Az azonossag bal és jobb oldalan levs egyenld fokszdmu tagok egyutt-

hat6i egyenlok:

B+D =0 I !
A-B+C+D =14 1L |
—-24-B+2C-D =0 III. ‘1
A+B+C-D=0 - 1V, j
L+1II ‘
—-244-2C = 0, vagyis A=C.
L+1IV.
A+2B+C = 0,de A=Césezért 24+ 2B = 0,vagyis B=—A=-C
1.-bol.
D=-B=C.

A IL-be helyettesitve:
C+C+C+C=4, C=1.

A keresett egyiitthat6k :
A=1; B=-1; C=1; D=1.
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Az integrandus parcidlis tortekre bontva:
4u? 1 1 1

@@= @+ u+t (=1

A feladat megoldésa:

4 1 1 1 1
T f[(u+1)2—u+1+(u—1)2+u—1] du =

1 -2
=f[(u+1) — =D
1

: ]
du
-1

1
=————Inju+1l|———+Inu—-1|+C=
u+1 u—1
- - -2 -1
=_u 1‘+u+l+1ﬂ‘u 1l+C= u+ln‘u ’-!-C.
ur—1 |u+1] w—1 |u+1|

Az eredményt az x valtoz6 fliggvényeként is megadjuk:

1/x=3 1/x—3

| p— —
x—3 Vx—l x—1
f dx = +In +C.
x—1 x—=3 x—3
x—1 P

Tovabbi 4talakitist nem végziink.

13
XV x+1

3
— x—1
Legyen u = 1/*=1, ebbsl u> =2
Y X+

x+1

Fejezziik ki x-et mint u fiiggvényét.

€bbdl
6u?

dx = ————du
W —-1)

Behelyettesitve x-et €s dx-et:

3
1 ]/x— 1 (wr—1)2 6u? 6us
—_— ————-d =f = —_— .
fx2 x+1 o (w3+ 1) “ we—1)2 dx f(u"-i— 1)? du

Az integrandust parcidlis tértek Osszegére bontjuk:

6us 6u® _
@+12 (@+D@—ut+l1P
A B Cu+D Eu+F

unovanic a nevezdhen levd micodilk tédnvezd nem honthatd valds ouvil.
ugyanis a nevezeoen I1eve mascCdaixX ienyezZCe nem ooninalld vailds gyox-
A P24 tAra
tara
PR

i ségébol kovetkezo rendszert.

6u*  A@—u+1+Bu+1)@—u+1)?
@P+1p (+ 122 —u+ 1)
+(Cu+D)(u+ 12+ (Eu+F)(u+1)*(u2—u+1)
(u+ 122 —u+ 1) )

A tovabbiakban mir csak a szamldlok azonossagat irjuk fel:
612 = (W*—u+1)*(A+ Bu+B)+
+@+1)*[Cu+ D+ (Eu+ F)(u2—u+1)] =
= (=2 +u?+2u2—2u+1)(A+ Bu+ B)+
+(*+2u+1)(Cu+ D+ Euw®+ Fu — Eu*— Fu+ Eu+F) =
= (=244 302 —2u+1)[(4+ B)+ Bu]-+

Bx+ut=x-1; x@-1)=-ut-1;

w+1
x = .

ur—1
dx 3t (- 1)—(P+1)-3u® 3ub —3u® —3u5 — 3u?
du’ - 1) - (s — 1)

6u?
G

[y
w0
(+]

+ @2+ 2u+ 1) [Ev*+(F- E)u*+(C+ E— F)u+(D+F)] =

= (A+B)u*-2(A+B)u*+3(A+B)u*-2(A+ B)u+(4A+B)+

+ Bu®—2Bu*+3Bu®—2Bu*+ Bu+ Eu®+ 2Eu*+ Eu® +
+(F—-E)u*+2(F— E)u*+(F— E)u*+(C+ E— F)u*+ 2(C+E—F)u®+
+(C+E-F)u+(D+F)ut+2(D+F)u+(D+F) =

-
W
\O




+(34+3B=2B+ F—E+2C+2E—2F+D+F)u’+

4+(—~24-2B+B+C+E-F+2D+2F)u+(4A+B+D+F) =
= (B+E)u’+(A—B+E+F)u*+(—24+ B+ C+Fu*+
+(3A4+B+2C+D+E)u*+(—24—B+C+2D+E+F)u+
+(A+B+D+F).

A bal és jobb oldal egyenl6 fokszdmi tagjainak egyiitthatdi egyenlok,
tehat

B+E=0 L
A—-B+E+F=0 IL
—-24+B+C+F=6 Il
34+B+2C+D+E=2¢ v,
—24—B+C+2D+E+F=10 V.
A+B+D+F=0 VI

Az egyenletrendszert gy oldjuk meg, hogy minden ismeretlent 4-val
és B-vel fejezziik ki, majd megoldjuk az igy kaphat6 kétismeretlenes egyen-
letrendszert.

E=-B.
A 1II. egyenletbe helyettesitve:
A—B—B+F =0, ebbdl F=2B—A.
A II1.-ba helyettesitve:
~24+B+C+2B—A4 =6, ebbél C=34-3B+6.

IV _ha heluattecitve:®

A AV TUV AIVAJViivGavY v e
34+B+64—6B+12+D—B =0, ebbdl D = 6B—94—12.
Az eddig kapott értékeket az V. és VI. egyenletbe helyettesitjik:

- —184-24— —4=0
A+B+6B—94—124+2B—A =0
—184+9B =18 V.
—94+9B =12 VL
VL-V.
A= A=-2.
’ 3
140

C=-2-2+6=2;
D=4+6-12=-2;

2 4 2
=-3 F=5+5-2

3’ 3

2 o o MNP | Y -
=—— [+ 2dut+=— —d <
3 j 3 j u+1 u+j (2—u+1y du+

1 —2u+6
+__.
3 hu’-—u+1 du.

A kovetkez0 részfeladat az egyes integralok meghatarozasa:

2
@) "—3‘f(ll+l)"du =4

_3(u+1)+C"
2 1 2
b ~—f -2
) 3 u_Hdu 3lnlu+ll+C,.
f 2u-2 r 2u—1-1

" (u—u+ 1) du=j W—u+ 1)y “

__j‘ 2u—1 d 1
- P u— =
W —u+ 1) f @ —ut 1y du

=f(2u—l)(u2—u+ ])'zdu-—f(’z—l_’_ﬁ-du =
2 —u+ 1)

1 1
E—ut1 "f @—ut 1)y du.
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1 s 1 an
1 X 1 X
I rctg Al
arct T

—
-
™

Az integralt helyettesitéssel szamitjuk ki.
1

Legyen v =u——, és dv=du.
2

UA — T
J O2+a2)2 2¢% x24+a2  2q° a

tehat az integralt helyettesitéssel ilyen tipusra kell visszavezetni.

1 1

== d

f (uz_u+ 1)2 du f[( ——1—)2+i]2 u
T2 s

Legyen v = u——2——, és dv =du.

1 dv
f "yt 1) duzf 3
W —u+ (v2+—)

2 4 4
0 reweZic e _4C
= Zarctg— = ——arctg .
3Y3 Y3 313 3
Vagyis
1 —2u+6 10 -1
— -—-du=——ln]u2—u+1|+—arctg—+C‘
3J wr—u+1 - 3Y3 V3
A feladat megoldésa tehat:
3
r1q/x— ) 2
| =V .dx= — ot Inutl—
Jxrtx+1 3(a+1) 3
1 1 2u-1 4 2u—1 .
- -— - — arctg —— !

w—u+l 3 —ut+l 3y3

1 10 2u—1
——In|u?—u+1|+——arctg———+C.
3 3Y3 Y3
3

Az integralt x fiiggvényeként kell megkapnunk, ezért u helyébe i—:-et
kell helyettesiteniink, vagyis:

1 ) 1 2v
= 4+————arctg—+C=
L3 .3 _(+/3Y V3
Ze—vtt— 21 —]
4 % 47
2 v 4 2 C
= — +——arctg—v+C,
3,3 393 V3
v 4 —
4
mivel v = u——, ezért
1
d 2 T2 4 2 1
“ == + ctg—[ ——]+C.
(@—u+1@ 3 u-u+l 3y3 Y3 2
2u—2
— u:
(@ —u+1)
1 1 2u-1 4 1
- _ i ———arctg— Qu—1)+GC;.
@—u+1) 3 w—utl 3y3
p —2u+6 1 p2u—1-5
—  du=—— ] ————du=
3.’ w—u+1 3J wr—u+l
1 2u—1

1) a1 T3] emur

11 . ) 5 d
_,——3—n|u—u+|+3f( 12+3.
“"2)

-
S
(3*]

2 lo 1
f13/x—1 2 2 h/x—1 |
=V dx = +=mll +1]-
J el x41 3 3 1 x+1 7|
x—1
31241
I x+1
3
2 x—1 1
1 1 x+1
3 3 3 3




3,
2]/x——l_i
4 N 'Vx-t-l
33— NG
¥3 ¥3
3
3 2|/ x__—l_l
1 x—1)2 x—1 x+1
- _— -} —+1|+——arctg——+C.
3 x+1 x+1 3V3 V3

3. R(x,Va*—x?) alaki integrandus

Ha az integrandus a fiiggetien vaitozonak (x-nek), vaiamint

]

alis fiiggvé kkor Y@ —x2=a|/ 1~

| B

2 2 3
3

I

atalakitds utan az % =sin¢, ill. % =cost helyettesitéssel a ¢

trigonometrikus fiiggvényévé alakithaté az integrandus.
Helyettesités:
ill.

x . .
=sint, x = asint, dx = acostdt,

x .
~ =cost, x =acost, dx = —asintdt.

x=sint; dx = costdr;

fx’l’l——x’dx = fsin*er-—sin’tcos tdt = fsinz tcosttdt =?

Most a linearizalé formuldkat alkalmazzuk: mivel sin®¢=

X 1+4cos 2t
és costt= — i

1—cos 2t
2

1 1—cos 4¢ 1 sin 4¢
—_—dt t— 2 +C.

A visszahelyettesitéshez sin 4¢ értékét x-szel — vagy sin t-vel — kell
kifejezniink :

sin 4¢ = 2 sin 2¢ cos 2t = 2-2 sin ¢ cos #(cos® f—sin? ?) =

2. [@x+HYA-x) dx =2

A helyettesités:
x=sint; dx=costdt. Igy

f@x+4YA=x dx = [(2sin 1+4) Y(1—sin® 1) cos tdr =

rlﬂ altem a1 AN 4 . T. r ofea 2 -~
= J (2sin¢+4)costdi = j(2sin#cos* t+4costi)yde

= f2 sintcos‘tdt+f4cos‘ tdt.

Legyen I, = f2 sintcosttdt és I, = f4 cos? t dt.

Az I, integrél az [f"(x)f’(x)dx tipusi, ezért

cos® ¢
I = —f2(—sint)cos‘tdt =-2——+G
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Mivel x=sint és igy cost = J1—sin®z = V1 —x%, ezért

x3 YA —x2)

— dx=— " _Y1-x24+C

[
J Y1

_ r. . . 1+4cos 2¢ )
1,—’4cos'ta't=,r4{ }di:
4 o A
I+cos 4t
_Jr(1+29032i1-uu§21‘)d5‘—Jr H+2cos2t+ 2 Jd;‘.-..
\

3 cos 4t 3 ) 1,
_—_f ?+2c0521+ 2 dt=-2—t+sm2t+-§sm4t+Cz.

_ 2 3 1
f(2x+4) V= dx = = cos* 14— +sin 20+ -sin 41+ C.

Ezt az eredményt sin z-bén kell kifejezniink, hogy visszahelyettesithessiik
az x valtoz6t.

Mivel x = sin ¢, tehit cost = V1—sin?t = V1—2x2, ezért

AVAZY ™2 = Sii1 7, &AL

8
cost = (1—x2)%;

=X

2x
4. —dx ="
f‘/(l_xa)s o

I. Megoldds:

Az x=sint; dx=cos tdt helyettesitéssel:

f 2x 4 f2sintcostdt fZSintcostdt
pppe—— = =
Y(a-x??

- - B

= 2.2sin 7 cos ¢ (cos? t—sin? ) = 4x}1—x2 (1—2x?).
A feladat megolddsa tehat

Jex+aya==yax =

2 — 3 — 1 S
=—?}/(l—-x’)‘+?arcsinx+2x}/l—x2+7x}/l-—x2(1—2x2).

x3
3. [ ax=1Az x=sin t; dx=cos tdt helyettesitéssel:

sin® ¢ -
[————costdt=j sind ¢ dt.

Az integrandusban csak a sin ¢ paratlan kitevgjii hatvanya van.

fsin3tdt = fsintsin’ tdt = fsint(l-—cos’ t)dt =

1
= f(sin t—sin t cos? ¢) dt = —cos t+—5— cos®t+C.
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Y(1=sin?7)® cos® ¢
r cos~3¢
= | 2sintcos~trdr=—-2 +C=
J -3
2 1 2 1
3 Y(1—sinzz) 3 ya-»p

II. Megoldas:
Most kdzvetleniil x-ben tudjuk £ (x)f” (x) alakba 4tirni azintegrandust:

szx——dx = fzx(l-xa)":‘dx = —f—Zx(l—x‘)-%dx =

-2
s
(1-x0 7 2 1
8T e~ e
3 3 ya-»y
2

Ha az integrandus a fiiggetlen valtozénak (x-nek), valamint
Y a® + x2-nek racionalis kifejezése, akkor

yere= o 1+(2),

-
-3
*
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és az

’ 3

Q

. ch2x—1 ch2x+1
Mivel sh?x = ————2———— és ch2x = ~—E~———, ezért

rch2t—1 ch2¢+1

helyettesitéssel a gyokkifejezés kikiiszobolheto.
Eldszér olyan feladatokat oldunk meg, amelyekben a=1,
majd az 4ltalanos esettel foglalkozunk.
Gyakorlé feladatok
f xV1+x3dx =7 A feladatot kétféle médon oldjuk meg: egyrészt
x= sh t helyettesitéssel, masrészt f™?(x)f”(x) alak ismeretében.

I. Megoldds:

er Vitx*ds =7 Az x=sh¢, dx=chtd: helyettesitéssel
[xVT+x*dx = [shey1+shtrchedr = [shiche ear.
(n) , -’ &t
— ch?z +sh* )’ 1+x)°
[xVTestan = S+C= 1 +C= 9—3—+c

II. Megoldds:
Az u = 1+x?; du=2x dx helyettesitéssel:

3
1 1 u?

5 di 1
f V1+X2dX"f —2‘1_—2- Il8 du=-—i——§—+C=
)

YA+
=—+

3

— Vigydzar! A masodik modszert most azért atkalmazhattuk, merta

gyokos kifejezés a bels6 fliggvény, az (1+ x?) derivaltjaval volt szorozva.
Ilyen esetben viszont ez az eljards gyorsabban vezet célhoz.

2. f Y1+x?dx=? Az x=sht helyettesitést alkalmazzuk, amely-
lyel dx=chtdt; t=arshx.

[sh2rYTshizchedt = fshrschrede =2
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N — I p
JFViFxdx = | dt=-—4—J (ch*2f=1)dr =

2 2
1 ch4r+1 sh 4¢
=— (———-1 dr —-——f(ch4t 1)—— —-t|+c
4 2
Most vissza kell alakitapunk az eredményt Ggy, hogy abban az x valtoz6
szerepeljen.

Mivel x=sht, és shdt= 2sh2tch2t=2-2shschs(sh®s+ch*r) =
= 4sh t}1+sh?7(sh21+1+sh??) = 4x¥V1+x2(2x2+1),

t=ar sh x he-

w
B
e
]
b
+
Hn
* e
&
]
-~
N
%
ee
&
S
-~
2

f2sh? V(1 +sh®r)Pchede = [2sh?echt rde =
Mindkét hiperbolikus fiiggvény péros kitevoji.
h2r—1 h 214+ 1)2
¢ chf = (—c———+—) .

sh®t = ———;
2

2
A felirt azonossidgokat behelyettesitve:

/."sz}’(_llx_z)adx = f2 °h2:"1{ch2:+1]adt=
0 Y < A% “ )

1 fechez— _
4j(ch 2t— 1) (ch 2+ 1) dr

1 (ch4t+1

—1](ch2t+1)dt =
" 3 )( +1)

1
- —-8-f(ch 41— 1)(ch 2+ 1) dt =

1
= if(ch 41 ch 2 —ch 2¢+ch 4t — 1) dt.

e
F-N
\C




Az integrandusban levd szorzatfliggvén megfeleld azonossag felhasz-
naldsaval Osszeggé alakitjuk.

Mivel

ch4i = ch® 2i+sh?2f = 2sh? ¢+ 12 +4sh

tVitshir =

= e+ 1) Faxy 1T+x2

chxchy = —;- [ch(x+y)+ch(x—»)],
ezért
1
ch4rch2t = Y (ch 6z+ch 21),

tehit az integral:

f2eYO+xydx =

1
= — —,—ch6t+—~ch2t ch2t+chd4r— l]dt

\ ~

|
QO | s CO | =
. ¢
N | =
N |

W

-

S

-3

F

|

Yt

”

dt =

SV = %{(Sﬁux)}/ﬁ? @ +4)+

+axV T+ [+ 1)+ 4x) 1+x2— 3] - 12ar shx}+C.

x

4. f T dx=?
l/l +x2

Megoldas:

Az x=sh ¢ helyettesitéssel dx=ch ¢ dt, és igy
sh¢
,x dx=f, chtdt=fshtdt=
v Y14x2 Y Y1+sh*t v

=cht+C=}y1+sh?t+C=§i+x*+C.

_ 1 (sh6t sh2t+sh4t ic=
T8\ 12 4 4 -

1
= ;6-(sh 6t—3sh2¢+3sh4r—12¢)+C.

A kapott eredményt x fiiggvényévé kell alakitanunk: chhez felhasz-
nalhatjuk a sh(x,+xy) = shx, chx;+ch x,sh x, Osszefuggést. sh 61 =
= sh(4¢+2t) = sh4zch2¢+ch4zsh 2t

[foeY(I+xyds =
1
= % (sh 4¢ ch 2t+ch 47 sh 2¢— 3 sh 27+ 3 sh 4¢— 121)+ C=

1

————=—{shdrch2t+3)+sh2rchdr=3)—12+€—————————————

96
Tovabbi alakitdsok:

shdr =2sh2tch2t = 4sht¥1+shrr(2shtt+1) =
= 4x23+1) Y1+
ch2t=2x1+1; sh2t=4xy1+x2;

(=Y
n
(=]

1. Megoldas:

Az integrandus konnyen atalakithaté f™ (x)f’(x) alakava:

> 2'%" _1 2-% —
fl/l-i-'x’ dx=fx(1+x) dx_7f2x(1+x) dx =

1
1 (1+x9)7 _
- 1A+ o yiEEC
2 1
2

A két megoldds valoban megegyezik.

. .
5, f _* _ 4x =7 Ezt a feladatot az x = sht helyettesitéssel

x=sht¢; t=arshx; dx=chtdt.

h? ¢ ch 2¢chtdt
sh*tchrdt fsh cl —fshztch"tdt=

V(1 +sh® )* ch®¢
1
= h? t—1 h"tdt=f 1———|dt=t—tht+C=
f(c )e ( ch’t) +
sht sht x
=t—m—+tC=t————+C=arshx———+C.
cht Y1+sh®¢ Y1+

[o—y
W
=N




r S8

. | ———dx=7 Az integrandust ugy alakitjuk 4t, hogy a ne-

[3
J yYarox

%békﬂ&hemelﬁnk:

5 x3

e Vare 2 V—;—@T"*

3
A gydkjel alatti kifejezés 14 sh?z-vel egyenld, ha -—;-=sht aj fige-
vényt vezetimk be; ekkor

2 2
x=—sht é dx=—chztdt
3 3

8
—sh3t
r S5x3 5 27 2 40 o
| ——dx=—] ——— —chtdt =— [ sh*tat.
J !/4+9x’ 2J Yi1+shzt 81J
i itj jd felhaszndljuk ach®*#—sh®¢ = 1
—__azonossagot
5x3 40 40
X k= —fsh’tshtdt = —f(ch’t-—l)shtdr =
Y4+9x2 1 81
40 (ch3¢
=——f(ch’tsht sh)de = = | - )+c.

- x
Mivel ch¢ = Y1+sh?¢ = V1+(—2—) , ezért az integrdl mint az x

faggvénye:
ry 3
pose 40[(1/1+(— ] 1/. (3x\’]A .
J =l "V I+l |+¢
= | \27 ]

A tovabbi 4talakitasokat az Olvaséra bizzuk.

5. R(x,Vx®—a?) alaki integrandus

Ha az integrandus a fiiggetlen valtozénak (x-nek), valamint
Vx2—a®nek racionélis fiiggvénye, akkor a gyokos kifejezést

2
el3szér a® kiemelésével 4talakitjuk al/ (—;ﬁ) —1 alakira, majd

b

wn

N
Y

X . . . .o
~ =ch Gj valtozdt bevezetve, a gyokkifejezést kikiszoboljik,
“
—&és igy R(sht7, ch¢) alaky integrandust kapunk, amelyet mar ———
té;gyalhmk
Gyakorl6 feladatok
f3x}'x’— ldx =?
1. Megoldds:

Az integrandus az el6bbiekben emlitett tipushoz tartozik, tehét az elobb
emlitett helyettesités célhoz vezet. Legyen

x=ch t; ekkor t=arch x; dx=shtat.

facheychir—1sheds = [3cheshede.

Az integrandusban ch ¢ elsd hatvanya
_ shrmaésodik hatvanya van. Ilyenkor sh
ekkor du=ch tdt, vagyis

du

t——__.

cht i

(paratlan kitevoji hatvany) ésa
t=u helyettesitést alkalmazunk,

- p
f3x}’x’—1dx=f3u’du= 35+C=w4C=

|
=sh*t+C = Y(ch* t—1p+C = V(x*-1*+C. h f

II. Megoldas: “ |

A feladatot egyszeriibben megoldhatjuk, ha a gyokjel alatti kifejezést \
helyettesitjiik. i
1l

u = x*—1; du=2xdx, :[:

A 3 o 3 p 1
f3x}’x’—ldx=—2—f2xl/x’—ldx=—i-fu’du=

S tC=VErC = VE=THC.

Nl D)l ='°|“




II1. Megoldds:

A legegyszer(ibb az integralds, haazintegrandust f*(x)f"(x) alakbairjuk: |

3
3 x 3 (E=1)% R
?fo(x*—l)” dx=—————1C=V@-Ip+C.
2

A megoldasok valéban megegyeznek.

2. f ®Yx*—1dx =? Az x=ch¢ helyettesitést alkalmazzuk, mellyel:
t=archx és dx=shtar,
J2Vx=Tdx = [chorYch¥r—Tshrdr = [chorshi .

tlan, sh #-ben pédros. Legyen ezért

u=sh t; du=ch tdt.

x—1 2J Yx¥-1 2J yu
1
-1 5 ut — -
=" [u T du="-—+C=5Vu+C=5Vx*-1+C.
2 2 1
2

A két megoldés valoban megegyezik. Megoldhattuk volna az integran-
dus f’(x)f™(x) alakra hozaséval is.

r x3

3 ]
=f(1+u’)u2du =f(u’+u‘)du = %.,..us__,_C:

1 1
= —sh3 — 5 A
3 sh® ¢+ 5 sh® 1+ C

Mivel x=ch?, ezért sht = ych?r—1 = Jx*—1, és igy

S 1
fx’VX’—ldx =3 V(xz—l)“+% Vor—1p+C.

2

Je

n
[ % " i v

| === dx =1 A feladatot kétféle médon oldjuk meg:
v fxt-1i

1. x=ch t helyettesitéssel. 2. x2—1 = u helyettesitéssel.

4, | ———dx =7 Az x=cht helyeitesitéssel dx=shrdr, és
o (C VY
n x3 p chdtshtdt pchitshedr  pch®e
[——ax=[— =—=1=
J Yo -1) JY(chr -1 Y sh®z v sh*t

Az integrandusban most ch ¢ pératlan kitevdji hatvénya és sh ¢ péros
kitevéjli hatvinya van. Ekkor u=sh ¢ helyettesitéssel megoldhatjuk a fel-

adatot:

u=sht; du=chtad:t.

Ennek megfeleléen alakitjuk 4t az integrandust:

I

fch”td f chdtchtdt (14 shs)chedr
t = =

I. Megoldds:
Legyen x=cht; és dx=shtdr.

f Sx & f Schtshrd: f5 hrd
= — = chtdr =
Yx2-1 Yehrr—1

=5sht+C=5yx*—1+C.

[y
L
N

sh3¢ sh®t - shi¢
= fUtu)de = ”li—i-l\‘du' = r(:.'"+1)uu = “ +u+C =
J T J W)™ J 1
P 1 1
1 I ’ 3
=—— =———+sht+C=— +¥Yx*—1+C.
u +u+C bt + e
2
s, [ 273 -9 A nevezsbdl kiemelink 25-5t, igy

Y16x3-25

16025 bt § i &% _ eh hetyettesi
Yi6x2—-25 =5 5 —1; amennyiben ez utdn a < = ch helyettesi-
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tést alkalmazzuk, vigy a gyokjel alatt ch? 1— 1 lesz, ez pedig sh t-vel egyenld.

5 = < i et =

Py 1
| = dx=— | dx
J Y16x2—25 5] 2/(axe
J l—J -1
5
5
Legyen tehat — =ch ¢, ekkor x —4—chtes dx=—shtdt
—ch?t——cht
3x 1 [16
f dx = — —— —shtdt =
Y16x2—25 5 Yehzr—1
5 5 ch2¢ 1
= — (—chzt 3cht)dt — | |— + 3chiejdr =
16 6 4
5["5 5 5 51‘\. SAGLA\‘vﬁ
= —CHL!-!—-—-.)CHI = — -—-Sﬂél'i'-‘l—.)s It C.

) Legyen a>0, akkor Vax®*+bx+c = Va Iy/ Croxt+l =
a_  a
/ 2 2
=Vayx? =Val/ {x+ 5} +|g—=;] ha bevezetjiik a
2 4)

’ c TR
;=P és ik jelolést.
2
A tovabbi atalakitasokat a q—g kifejezés elGjele donti el;

mennyiben ez pozitiv, vagyis q—— d? alakba irhato, akkor
"2 kiemelésével alakitjuk tovabb:

— Az eredményt ismét x valtozojuva alakigok.—— 0

_ 4
Mivel sh2t=2shtcht=2chtych®r—1, és ¢t = arch?x, ezért
X2—-3x
f——dx:
Y16x2—25
5[5  4x1/(4xy* _ 5 4x 4x)2
=—]—2.— ——) —14+—arch—=3) |—| -1|+C=
16116 5 5 8 5 5

=i[i]/(4—x]2—l+—5—arch 4—x~3]/‘ﬁ|2-1]+c.
16127 \5) 8 5 Ts) 1

ya A S r o
6. R(x,V ax?+ bx+ c) alaku integrandus

Ha az integrandus a fiiggetlen valtozénak, valamint a
Vax®*+bx+c irracionalis Kkifejezésnek racionalis fiiggvénye,
akkor — a eldjelétdl fiiggben — a kovetkez6 modon alakitjuk
4t az irracionalis kifejezést. Ha a=0, akkor Ja-t, ha a<O,
akkor } —a-t emeliink ki a gyokijel elé.

(=Y
Uh
(=L

V22 4 bae 1 n — 1/:]/{2x+p 24_‘,.=£2_\ =
yQA T UA T C yuv L 2 J T‘q 4,’
| T S—— | Ay R S—
_ V2PN e L [£XTPY
=Va 5 +Ta& =aya 2d T I,
2x+p

helyettesitést, és i !

Vax®+bx+c = dYaVsh®u+1 = dYachu.

Az eredeti fiiggetlen valtozét is megadjuk, mint az u 4j valtozé
iggvényét, ugyanis

evezetjiik a shu =

x=dshu—%., dx=dchudu. |

ativ, vagyis

—_ 2 |
Vo tbnte = Vaf (B2 -2 - |

— dYa 2x+p)
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Z

o pe e Tr D® . . . . r 3 1 aes
helyettesitsiink most 2a" = ch u 0j fuggvényt! Ha a E+q kifejezes eldjele negativ, vagyis a gyokjel alatti

_ _ kifejezés x barmely értékére negativ, akkor az integrandus a
Az eredeti valtozé mint az u fliggvénye: meg.
x=dchu-Z, é dx=dshudu. Gyakorid feladatok

2
b) Legyen a <0, ekkor ¥ —a-t emeliink ki:

- )2
= = [Varrda =2} ’i—] +1dx.
Vax® +bx+c=V—a V—xz—%x——c— = f f ( 2

a

1. [VX@18x+20dx = [Vx+8x+16+4dx =

Az integrandus Vu?+1 alakii; az ennek megfeleld helyettesités:

—_ 2
=V—aV—-x*+px+q,

x+4 x dx
) U ST S T g2 o =chid
a a Ce
" n . g s P , agyis dx=2chtds. igy
alakitjuk: s

SV +8x120dx =2 [YshPr+12chrdr = 4 fchtrar. |

Vax*+bx+c=1V—a V—(x—£)2+£+q
2) Ty ch2t+1

Mivel ch?¢ =

2

A tovabbi atalakitast és helyettesitést a ? +4q kifejezés elo-

S — h 2741

4 e fvx=+3x+20¢x= 4/'° 2+ dt=2f(ch2t+l)dt= I

jele hatirozza meg. Amennyiben ez pozitiv, vagyis ZT4= a2, )

. h 2t i

akkor d%et kiemeljik: =2 i—+:)+c =sh2t+2t+C=2shtcht+2t+C = i

T x—p\ i

Vax®+bx+c=dV —al/ —[ZXZF) +1, _

¥ 24 ) — et d 1/ (x+4)? hx-i—4 |

ekkor | =&+ l_Z J +1+2arsl ——2-—+c= :

~ a )
ZX—=p N . zX=p
2g = Sind ill. g = cosu = (-’2‘—+2] Vx=+sx+2o+2arsh’f“;—4+c.

helyettesités vezet célhoz. Ebbdl az eredeti fiiggetlen véltozé is

kifejezhetS, ugyanis 2 [VG -6t 18 dx = [VF—6x+9+9p dx =

=f}/[(1c_—_3)’-l-—9]3dx=27fl/[(—;—3-)2+ladx.

159 it

X = dsinu+%, dx = dcosudu.

o
h
(2]




Az integrandus V(u2+1)® alaka, ekkor az w=sht helyettesitéssel
atd n a feladat:

o

Az integrandus ¥ u*—1 alaku, ekkor u=ch ¢ helyettesitéssel oldhatd
g a feladat.

27f|/ [[ ) #1] dx = 27fV(sh2t+1)33chtdt
h 2+ 1)
=81fch4tdt=81f(c—2———] dt =

ch4r+1
=—f(ch22t+2ch2t+1)dt < (———2——+2ch2t+l)dt=

5 rdt.
[V¥—6x+5dx =2 [Ychtr—12shtdr =4 [sh2rdt =

ch2r—1 1
- 4f—2—dt=2f(ch2t—l)dt= 2|5 shar—r]+C =

Mivel
sh4r=2sh2tch2t=4shtcht(2sh*t+1)=

- SV RT )

a feladat megoldésa

[YGE—6x+ 18y dx =

81 fx- 1/{3:—3\3_H|'2 fx_—_\2+2]+
4| 6 3 J l l 3 J J
X—'3 x—-:’y2 3 x—13

U 1+ Zarsn V1
+2 3 (3)—!—1+2arsh 3}-!—

3. fo’—6x+5dx=f}’x’-‘—6x+9—4d.\'=f}/(x—-3)2—4dx=

=zf]/["__;_~3)2——1d\~.

-
=]

= sh2¢t-2t+C.
ivel
sh2t=2shschs=2cheYchir—1=
EY N = vy
= —1=-——7J&
2 1T 2
x—-3
t =arch——,
2

a megoldéas tehat

- 3 -3
fo=—6x+5 dx = ’fz— V=3 —4-2 archx—z——i—C.

4 [VeF—mx—3pdx= [Y2—2x+1-4Pdx =
/

d

x—1\2

(x
64 || |
L2)

= (ViG—T—Fdr= |
J T = J

e
o]

Bt
—1} dx =
1

XX P
J —IJ dx
2

Az integrandus Y >—1)® alaku, ilyenkor u=ch ¢ helyettesitést alkal-
azunk.

-V

x—1

—2—=cht; x=2cht+1; dx=2shtdt

Integrilszamitas

[y
N
[y




r

fVGor—2x—3pdx =8 [Y(ch® t=1)* 2sh tdr = 16 [ st rdt =

2¢

VY =x+6x—5dx =2 [Y1—sintr2costdt = 4 f cos* tat =

Ny

€hH

=16 |

2 »n
dt = 4Jl (ch22t—2ch 2t+1)dt =

2

]
I

cos2t+1 ~
2 j

J
4f(°h4' —2;h21+1)d:=
J

1
=4 (—2~ch4t 2ch2t+— )dt

1 3 1
=4 (E sh 4¢—sh 2t+?t]+c = 7sh 4r—4sh 214+ 61+ C.

Mivel sh4t=2sh2tch2t=4shtcht(Qch?z—1) =

1/ (x—1? x—-1[_(x-1\2
=4y |{—1-1—121—1 -1},
"\ 2 ) < L\ <4 J

[
J

1
2( sin 2t+t)+C = sin 2¢t+2t+C.

- x-3 x—3)2
Mivel -2——smt ezért sm2t—-2smtcost—2—2— 1- >

. x=3
t = arc sin ——.
2

A feladat megoldésa tehat:

=7 = — nx_3.[/1 [x_3‘2 ______ x-3 Wal
y —XxX*+0x—Joax = 4 | S -I'Ldnrblll TC.

/ F=1727) 2

v ] N \ 4

€s

x—=11/(x=1\2

-2
)

V(=2 +2x+3Pdx = [V[-(*—2x)+3Pdx =

J Tt ©

h2t=2shtcht=2—— — -

sh2t = 2shtcht 2Vl2J1’

. x—1

valamint ¢t = arch - ezért
- YR —1)2
f}/(x’—Zx—3)3dx - (x—l)Vtc—) -1 [2 (f——) —1]—
2 2
1
—4(x— 1)V( )—1+6archT+C

S. ’V —x*+6x—5dx = _,y—(x‘ 6x)—S5dx =

= [V=G—6x+9)+4dx = [YA—G— 3 dx =

= [V -2t D+ aFax = fv’[T—(T:lex -

- [Va[i-(5)Tee= V- (5T o

Az integrandus }’(l—zﬂ? alakd, ilyenkor a helyettesités: u=sin z.

-1
i—i— =sint; x=2sint+1; dx = 2costadr.

fl/(—x’+2x+3)3dx = Sfl/(l—-sin’ ty*2costdt =

—zf]/ [ Ja’x

Az integrandus }’1—-u2 alaku, ilyenkor u=sin ¢ helyettesitést alkal-
mazunk.

-3
xT =sint; x = 2sint+3; dx = 2costdt.

2+1)2
= l6fcos‘tdt 16Jr(cos + ) dt =
=4 f (cos 2t + 2¢0s 2+ 1)dt = 4 f l—-——+2cosZt+1Jd

1
=4f — cos 4t+2cos2t+—| dt =
(zc 0s +2]

1 3 1
=4 (? sin 4¢+sin 2t+—2— t)+C = zsin 4t+4 sin 2t+ 61+ C.

b

w




Gyakorlo feladatok
r dx I dx

Mivel sin4f = 2sin 2fcos 2t = 4sin fcos t(2cos? t—1) =
x—=173/ (x-—1)2 (x — 1)
=4—l1-F— 211-|—1} -1} =
2 ! . 2 J

1. —_— e | ————— =

W4
=(x—l)|/4-—(x-—1)’ 1 z( )]
és

. -1 x—1)2
si112t=25mu:ost=2—2 1—-(—— s
tehat

[VEETmT e = - th_;—(x——l—)z[l—z(x—;-l)z]-f-

x— 1) Cx—1
+4(X‘1)V1—(—2"’) +63ICSIBT+C.

| —— :
vV x*+4x+20 Y Vx*+4ax+4+15

1
1

_f dx _ _}_ dx
“J YGroirie 4_[ 12y
V(T) +1

. - x+2 iy
Az integrandus alaku, ezért u=—4— helyettesitést lehet al-

-y ry o

— Vet bxte —

Az integrandus nevezGjét az €l6z8 pontban alkalmazott mod-
szerrel az alébbi tipusok valamelyikére alakitjuk 4t:

4) 1 1
Vl—u“

2 ~V1+u"; 9y Vu—l 9) V—u2—1

a) Az integrill az u =sint helyettesitéssel, vagy az

=

du = arcsinu+ C alapintegral felhasznaldsaval old-

Vur+1
\Imaznunk.
x+2
u=— ; x=4u—2; dx=4du,
r dx i [ 4du 4du r du .
J Erman 4 Y1 d e
+7
= arshu+C = arsh 2 + C.

hat6 meg.
b) Az integril az u =sht helyettesitéssel, vagy az
ot oJ
ﬁ___ = arshu+ C alapintegral felhasznaldsaval old-
+u
hatd meg.

c¢) Az integral az u =cht helyettesitéssel vagy az

L du = archu+C alapintegral felhasznélasaval old-
V-1

hat6 meg.
d) Az integrandus egyetlen valés u értékre sem valds, ezért
nem oldhaté meg a feladat.

-
oon
>

) dx __f dx _f dx _
) f}/\"“’—Sx+7 Yx2—8x+16—9 V(x—4p2-9

:nfl/x 4y

u=~3—; x = 3u+4; dx= 3du.

’0 dx 1 p0 3du ’1' du
Y Ver—gx+7  3Y Yur—i Y Vir-1

=archu+C=

3 f dx _ f dx _
V—x2—6x+16 V —(x2+6x+9)+25

=f dx _L dx
5
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Az integrandus ——— alaki, tehit HATAROZOTT INTEGRAL
3 ~ VIL ALAPFOGALMAK
u= 3 x=5u—3; de=15du
» f & _ 1 Sdu 1. A hatdrozott integril fogalma és fobb tulajdonsigai
N }/ x2—6x+ 16 5 } —u?

X+3 egyen adott az y=f(x) fiiggvény, amely egy [a, b] zirt inter-
= f = arcsin 4+ C = arc sin ——+C. ‘ allumban mindeniitt értelmezett. Az y=f(x) fiiggvény a-tdl
Vi-u 5 ‘ -ig vett hatarozott integraljinak az alabbi szdmot nevezziik:

b n
| [ reydx = Jim 2 1) 4x,

1 hol Ax; az [a, b] zért intervallum i-edik részintervallumanak

|
‘ ossza, f(£) az i-edik részintervallum tetszleges pontjdhoz

— artozo figgvényérték. A lim szimbolum azt jelenti, hogy —

ax;-0

z Osszeg hatirértékét kell fcépezm‘ink abban az esetben, ami-
or az intervallum osztépontjainak a szamat ugy noveljik,
ogy mindegyik részintervallum hossza nulldhoz tart; ehelyett

asznaljuk a hm Jelolest is.
max 4 X -0

Ha a felirt hatarérték létezik, akkor az y=f(x) fliggvény az
-t6l b-ig terjedd zart intervallumban integralhato.

A hatarozott integral a hatarozatlan integral ismeretében
onnyen kiszamithaté, ugyanis a Newton—Leibniz-féle for-
wla:

hol F(x) az f'(x) fiiggvény barmely primitiv fliggvénye, mas sz6-

-
[<,)

al hatarozatlan integralja, és [F(x)]? azt jelli, hogy a szogletes
ardjelben all6 fiiggvénynek b helyen vett helyettesitési értékébdl
i kell vonni az g helyen vett helyettesitési értékét.
A hatérozott integral kiszamitasa tehat a kovetkezd két rész- ;
sladatbol all: i
1. Az integrandus valamely primitiv fiiggvényének megkere- |
ése.
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A felsG és alsd hatar helyettesitési értéke kiilonbségének

Q.
1

2.
1A,
RUPL

CD\
.( ]

A hatarozott integral néhany tulajdonsaga.

Egy fontos egyenidtienség:

) f ggvmv az [a, b] intervallumban korlatos, vagyis

z z

= = s /

b a
o [feax=- [ 1,
a b

tehat a hatarok felcserélése esetén a hatarozott integral elGjelet
valt.

b c b
» [f@ax= [ redet [ foax,

o 1 V s )
mint ¢-t8l b-ig szamitott integralok léteznek, akkor erre az esetre
is érvényes az el6bbi szabaly.
c¢) Ha egy f(x) fiiggvény az [a,b] intervallumban (ahol
a < b) nemnegativ, akkor

fbf(x)dx = 0.

A felsd hatarra vonatkozo tétel:
Ha a hatirozott 1nfparq| feled hatara
1

tozd, akkor a hatarozott integral a felsé hatar

3

tegracids valtozot ¢-vel, a felsd hatart x-szel jeldlve,

mb—a)= [ f(x)dx = M(b~a).

A hatérozott integral kiszimitasakor alkalmazhatd tételek:

b b
o [ =c [ fexax,

sagyis a konstans szorz6 az integraljel elé kiemelhetd;

vagyis Osszegfil og

6 = [ f0ydt = F(x)~ F(a).

Ha az f(x) fiiggvény integralhaté az [a, b] intervallumban, és
a=x=b, akkor G(x) ebben az intervallumban folytonos.

Ha az f(¢) fiiggvény folytonos valamely ¢ =x pontban, akkor
G (x) derivalhat6 ebben a pontban, és G'(x) =7(x).

[y
N
[F]

Mivel a hatarozott integral kxszamltasakor eldszOr az integ-
-andus primitiv fiiggvényét kell meghataroznunk, ezért minden
slyan tétel (szabdly, mddszer) alkalmazhatd, amelyet a hataro-
zatlan integral kiszamitasdhoz hasznalhatunk.

2. Egyszerii feladatok

Gyakorlé feladatok

r R _I’x4]4—44 7&_ B _
L) d""lT.,l.z—T__? = 61—4 = 60
"7 ] % ["%] 2 =1
2 JVrdv-é} =l—_3— [?xj_
) 2
4 14

2 -7 14 - — 4
|y = 2T - Yaa 2,646 — 1,414 ~
[3 ”/x] V75123 3

2

~ 12,8—1,88 = 10,92.

-t
O\ .
@




A szamitasokhoz a kdvetkez6kben tébbnyire 25 cm-es logar- o,
lécet hasznalunk, mert barmely més moédszerhez tobb helyre 8. ,I' sdx =2[lnx-3L=2(n1-In4)~2(-1,39) = -278.
lenne szul(seg Felhivjuk azonban az Olvaso figy elmét arra, -1°
kovetelt pontossag ﬁgyelembevetelevel kell megvalasztam ' Megjegyzés: Racionalis tortfiiggvények hatirozott integrél-
janak ilyen médon torténd kiszamitdsakor ligyelniink kell arra,
I S x1172 1 1 1 hogy az integrilas intervalluma nem tartalmazhatja a nevezd
3. f ak= f xRy =—| = _——=—. zérushelyeit (ekkor ui. nem biztos, hogy létezik az integral,
x -1]., 2 4 4
a4 Za 1. a IX. fejezetet)!
2
1 _1 X3 338 7 =/4 3 x
4 fa_dx= f" fdv=|—| = [‘2" sz] = ! 9. f sin x dx = [~ c0s ],§ = —c0s Z-+c0s0~ ~0,707+1= 0,293
2 Yz 2 Bl 2 _ 0
31
3 /3 3 4 T
= —1V36-V4] ~ 1,5(3,30-1,59) = 1,5-1,71 ~ 2,56 10, [sinxdy = [—cosal} = —cosmtcos— =
21 J ’ WIS Ot ’ ] i Iz 2
n/4
8 5 8 —
e — 118 — - = =
5, 2/ —dx=[5Inlxli= 5(n8-In2) = Sin- = _ 1+_Vz_ ~ 140,707 =1.707.
=5In4 =~ 5.1,39 = 6,95.
Sxfe . g .St . =m 1 1_0
(A logaritmusértékeket a logarlécen olvastuk le.) 1. ,’ cos X dx = [smx]z = S““e“sm? T2 2
n/6 6
120
6. f —dx = 7[In x| = 7(In 120~ 1n 12) = =8 —cos 5x%
2 * 12, f sin Sxdx = [———] =
(1] 5 0
120 )
=7Inl—=7ln10 7-2,3 = 16,1. 1 (V3 1,866
1 S ’
=—| =cos — =—|—+1] = = 0,3732.
' 1 s(cos6+coso) 5(2+) 5
Wﬂmﬁmwﬁ—f’Wm
taljdnak értéke csak a hatérok abszolut értékének aranystél figg. w4 sin 3x T
13. cos 3xdx = [ ] =
0, s 3 L
7. f 3 dx =20 [x=3 = 2(n7-In3) ~
6
1 3 1 0,707
= (sin —”-sino] = — (sin 135°—0) ~ — ~ 0,236.
~ 2(1,94—1,10) = 2.0,84 = 1,68. 304 3 3
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alr  azakat Atczdmitinl-
ax, CZoXet alszamitjux

£ o Py 74 1 Py . . . -
fokba, mert a tablizatunkban csak fokokban adott szogek

-

szoglliggvényei vanna

1 radidn =~ 57,3° ezt felhasznalva:
0,4 ~ 0,4:57,3° = 22,92° »: 23°; 0,2 =~ 11,46° ~ 11,5°.

0,4

dx
f  ~ tg23°—tg 11,5° ~ 0,424—0,204 = 0,220.
o2 CcOos“x

1

/3 = z
14, Jl tgxdx = —[Injcosx]]. =—[lncosx] =
/6 =3 =3
7.1 n
=— (ln cos 3 In cos ——6—] = In cos 30°—In cos 60° =
° os 30°
S0 0 e 30° ~ In 1,73 ~ 0,548.
cos 60° sin 30°
Snfo -5.%' hY 1 2n
15. j tgxdx = —[ln|cos x|], =— In cosz —In cos—3~ =
2n/3 3
Y oy -
ﬁl‘l 1 yj 1 l
= —[in [cos 150°| —In [cos 120°]] = —In -t =
2 V3 5,77
=n—+—=In— =~ In0,577 =
2 y3 3

=In5,77—In 10 = 1,75-2,30 = —0,55.

Megjegyzés: Az In 0,577-et azért alakitottuk 4t, mert a logar-
lécen csak 1-nél nagyobb szamok logaritmusa olvashato le.

/4
16. f ctg xdx = [In|sin x]]

ki3

= [In sin x]

CIE] »[:I
a[ﬁ tla

&

= Insin z_ In sin% = Insin 45° —Insin 30° =~ In 0,707 - 1n 0,5 ~

z]n0’707 =In Zﬂ_ In7,07-In5 ~ 1,955—1,61 = 0,345.
0,5 5
0,4
$ dx
17. = [tgx]3:4 = tg 0,41 0,2.
cos?x
172

ax
18. =[—ctgxlts; =—ctgl .
simt e~ Lctexdes ctg 1+ctg0,5
0,5
Mivel 12:57,3° ég 0,52:28,6°, ezért
1
r dx
| = = —ctg 57,3°+ ctg 28,6° ~ — 1,56 +1,83 = 0,27.
O LR

]

4
19. [ edx=[e*li = et—¢? ~ 55—7,4 = 47,6.

2
20. f 3% gx = [ e L= L a9~ P s
In3], In3 In3 1,1 )
4 dx
21 = [arctgx]’, = arctg7—arcte(—4) = arcte 7L arcte 4
J 1+x2 LS SFi—a o D\ 7 et dihd -] I Rivep T

&Az arc tg 7azta szoget Jelentl (radlénban), amelynek tangense 7 arc tg 4
pedig azt, ame c O0szd 4 bd

visszakeresniink, majd radlanba étszémltanunk

81,9
arctg7 ~ 81,9° ~ ~
57,3

1,43 (radian),
és

arctgd ~ 76° ~

76
3 =~ 1,33 (radian).

3

.
~3
w




Mivel |x|>1, ezért a primitiv fiiggvény ar cth x.

A falada cvldé__ t,hét
N IS1AGwRY 2LSH
7
f % _ arctgTtarctgd~143+133=276.
’ 1 L 48 -
L4 T A
-4

Az 4tszamitast fokrol radidnra ugy is elvégezhetjiik, hogy az 1°~0,01745
radian osszefiiggést vessziik figyelembe. Ekkor

81,9°+76° = 157,9° ~ 157,9°-0,01745 ~ 2,76.

dx
=7
2. f —
0,1
1 iggve imitiv fi <1 intervallumban
Mivel az : fiiggvény primitiv figgvénye az |1 x|
1—-Xx
arthx, ezért
% g4t 1 15 11
ax 0,6 n = lln——In—| =
J 1 1 1—xle, 2L 05 09
0,1
=lm3;£=l1n2izlmz,46m—o,9_0,45
2 1,1 2 1, 2
7
dx _9
1—x3

Mivel | x| > 1, ezért a fiiggvény primitiv figgvénye ar cth x.

7 7
1. x+1 1( 8 3‘]
[ = =[arcthx]}=[71n | =5 |7 =
J 12 x—-1j 2%V § 1)
2

1—x3

4
1 3 1_4 1 1 _
—_— — _—-=—lh—=—— - ~ 0 >
pR3 =309 72" 2
_ Z08t = —0,405.

2
-2

dx

=1
2. fl-—x’

-4

(=Y
&

dx . T x+117°
I [arcthxj=i=—In—| =
=~ ! [2—x=1J3
‘(m In = ) ‘(m‘ 13) 11[15
= — —— —_— = — ——nN—]=—1In . =
2 23 "5 T2 G
~0,59
= 2wl Lns—mo ~ 0,295
S lns=—(n5-In9) L (161-220) = . 0,295
. Aret  eten
25.fshxdx=[chx];=ch4-ch2= £ fT .
2 2
2
1 1
= S —eteTime) & - (55-7,4+0,0182-0,135) ~
47,6
~ = 23,8,
2

' 3
26. [ chxdx =[shxl§s=sh3—sh0,5 =
5

os
11
e—e 3 2 1 1 -1 X
I S — = e+te ’—e"’*—e’]z
1 20,606—1,7 18,906
25 — (20+ 0,606 — 0,05 — 1,65) = = ~ 9,45.
2 2 2
2. [ thxde finchxif s = Inch2—Inch L5 = In -2
. t— S = C —Inc¢c 9 = =
Lk b ch 1,5
ett+e”3
o 2 g Ete JTAH0135
e T S T
2
—ln7’535 1754 In 1,6 ~ 0,47.
S T Mg Tt

[y
~3
v,




L]
ma [ it g —NelchviB —TMnshxB =Insh3-Insh2 =
45, J Cunadx il |51 Xij2 pufi S 1z
2
e‘l 3-3
sh3 2 et—e® 20-0,05
=lh—=1In — =In —~In =
sh2 et—e2 et—e 7,4—0,135
2
5 20
= ln&g— ~ In— ~ In2,74 = 1,01.
7,265 7,3
08
29, B [arc sin x]$:% = arcsin 0,6 —arcsin 0,2 =
03 Y1—x2

~ 37°—11,5° = 25,5° ~ 25,5-0,0174 ~ 0,445 (radian).

14

dx 14 _
X ————— Re= 0=

VIH. HATAROZOTT INTEGRAL KISZAMITASA

T i w vy waTA Tw T oy

PARCIALIS INTEGRALASSAL

3 z =

1. Parcidlis integralds

b b
fuv’ dx = [uv],’j—fu’v dx.
a b

Gyakorlé feladatok

2

1. f xe*dx =?
)

u=x; u'=1; '=e*; r=e*

s VT

_ 28
= In(14+y197)—In (10+Y101) = 1n;6 =1n1,4 ~ 0,336.

3
31, f __iif_ = [archxl = [In +V>-DE =
s Yx2-1

3+V8 . 3+2,83
24y3 24173

nG+Y8)-In(2+y3) =In

I

]
5

[wy
~)
=)

f xe* dx = [xe*]2— f e*dx = 2e?—0-e—[*]} =
0 0

=2e?—e+e = g2t e® x 7,4+ 1 = 8,4.

I B Y
’ x“e“"dx = |X"~:—| - ’ ZXde=
y L 21 g 2

e’ et 2
=32-——22——fxe2"dx

2 2

mét parcialisan integralunk.

3
f xe?*dx =7
2




m=x; wi=1; vn=ée~; un=

(3
4. | xTcosxdx =2

J
—nl3
Rid

fxe’*dx—lx-——] f——dx*-S————Z-e—’—F;-::

3 1 1 5 3
bbbt = g oA,
et—e 4e+4e 4e 4e‘

A feladat megoldasa tehat:

/‘xsehcdx i 38‘—264—"—5“66‘{"38‘ =
2 4" 4

n/3 n zlﬁ
x’cosxdx-[x’smx] - f 2xsinxdx =
—=/3 T —zla
Y K zx' dx
= 3 1n?— —— —_—— sinx =
2 n/3
)\ . =
=2(—} sin ——2 f x sin x dx.
3 3
—=n/3

Isméi parcidlisan iniegraiunk:

2
13 5 13 5
= — —_—— ~ =
4 4 4 4
n/4
3. f xsinxdx =17
—n/4

u=x; w'=1; v=sinx; v=-—cosx.

n/4 ki n/4
f xsinxdx =[- xcosx] . f —cosxdx =
—n/4 T —n/4

= =
. e -T L fein 14 .
= |—XCOSs X} "ﬂ‘lblll.xj =

4

L]

/s

i .z 0! r +sin i sin n)
[ ——— —— in —— —_ =
2T 4 4

T 4 . 4
== —4+2sin— = ——co0s 45°+2sin 45° &
> cos 4+ sin 2 3

~ —1,57.0,707+2-0,707 = 0,707-0,43 =~ 0,304.

[rery
9
00

J xsinxdx=?
—n/3

m=x; ui=1; tvi=sinx; v,=-—cosx.

=/3 Ea =/3
fxsmxdx-—[ xcesx] n f—oosxdx=
—n/3 T g3
= [—-xcos x] +[sn:| x]
8 8
T T n) 2n n n
—-——cos~—+sm———-—sm|-———~|=-—-——cos~—-+2sm—-—
3 3 3) 3 3

A feladat megolddsa tehat:

®/3
n)  4n = 4 1
x2cosxdx = 2|—| sin —4—cos——4sin— =
_s (3) 3 3 3 3

AW . 4
[2 (?) —4] sin 60°+—3—cos 60° = (2,2—4)-0,866+2,00 =

-1,8-0,866+2,09 =~ —1,56+2,09 = 0,53.




1

=arctgx; ' =-——; 0=2; v=xi.
u=arctg T

2 2

2 x2 d
= [x2 t —f X =

foarctgxdx [x? arc tg x]i J 1w
1

2
1
=[xzarctgx]§—f (l——H_ 3)dx:[x2arctgx]"{—[x—atctgxﬁ=
X
1

e
23

PR - +

4 i~ 1 Ve ) - b ) 1 L aen N —
= 4aICIZ L—AICIF L —4—all 1§ s —1Tatv 1y =

7. fe"sinxdx=?
0,5

Legyen v'=e*; v=e*; u=sinx; w’=cosx.

1 1
f e”sin x dx = [e* sin x]§ s — f e* cos x dx.
0,5 0,5

ismét parcialisan integraiunk, legyen

,

= 5arctg2—2arctg1—1.

arc tg 2~ 63,4° = 63,4-0,0174 =~ 1,1 (radidn);

arctgl = % = 0,785 (radién).

2
[ 2xarctgxdx ~ 5-1,1—-2.0,785—1 = 5,5-1,570—1 = 2,93.
1

PP R VRSP N A PR 3
123 ) CHui— ¢ , 1— O X, U7— —SHIT X,
1 1
f e*cosxdx = [e* cosx]3,s — f—e"sinxdx =
0,5 0,5

1
= [e* cos x]} 5+ f e* sin x'dx.

e? o 2 'ezxz
fx’lnxdx=[—lnx] —f —dx =
3 e o 3
e

o
[
[~

0,5
1 1
f e* sinx dx = [e* sin x]g s — [¢* cos x|} s — f e~ sin x dx.
0,5 0,5
- 1 :
JI e*sinxdx = Y (e sin 1—¢%%sin 0,5 —e cos 14 €% cos 0,5) ~
0,5
I -
~ -5 (2,725in57,3° — 1,655in 28,6° — 2,72 c0s.57,3°+ 1,65 c0s28,6°) ~
1
~ ? (2,72-0,84—1,65.0,48 —2,72.0,54+1,65-0,88) ~
1 1 1,47 |
A ? (2,28—0,79—- 1,47+ 1,45) = 3—(3,73 —2,26) = = 0,735.

[y
0
St




2%

Legyen v'=¢€**; v = —'-2—; u=cosx; &= —sinx.

0 % 0 0 2x
fe”‘cosxdx=[£—cosx] - f(—e——)sinxdx=
2 -1 v 2
-1 -1
°
£ (]
=[i-cosx] +—l— fe”‘sinxdx.
2 a2 4

Ismét alkalmazzuk a parcidlis integrilds maodszerét.

1
[ e?* cos xdx = = [26%* cog ¥+ 22X sin 10 . =
J 5 S LA bl a?
-1
1
= ?[2 cos 0+sin0—2e~2cos (—1)—e~2sin(—~1)] =
_ i (2_ 2 cos 14_ sin 1 2¢0s 57,3° sin57,3°
5 P 7,4 7,4

~ 0,2 (2—

4
9. fxshxdx=?

2

u=x; v'=shx; u'=1; p=chux,

2.0,54 0,84

7,4 7,4
= 0,2-1,8653 = 0,37306 =~ 0,4.

] ~ 0,2(2-0,146+0,0113) =

0
J &= sinxdx =1

-

X

elx. J— e' . —_t . s .
Legyen v; = s = T' u,=sin x; u3=cos x.

0

0 elx . (] ez:
fe"‘sinxdx= —sinx] - f———cosxdx=
. 2 -1 2

-1 -1
[
1 1
=-5[e”‘sinx1‘-x——2—[e’*cosxdx.

Felirjuk az eredeti feladatot és kifejezziik a keresett integralt:

2
J xshxdx =[xchxli— | chxdx =
2

=[xchx]i—[shx]§ = 4ch4—2ch2—sh4+sh?2 =

ettet etle?

et—e?

2 2

2

: I T T -
f é*cosxdx =] —cosx] +—[e**sinx]%;—— f e¥*cosxdx;
4 2 a4 4 J

5 [ 1 1
_z__[ ‘Ixcosxdx= ?khcosx]o'l +—4—[e2" Sinx]o..],;

L)
[+
(8

f larcsinxdx =?
2

Legyen u=arcsinx, és t’=1, tehdt v’ =

, és v=ux.
Yi-x2
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Vi

= [xarcsinxlgs — [V I=x5:2 =

— 0,6 arc sin 0,6 — 0,2 arc sin 0,2+ Y 1—0,62—Y1-0,2%.

Elészor visszakeressiik 0,6, ill. 0,2 arkusz szinuszat; a tabldzatban fok-
ban kapjuk meg a szoget, ezt 4t kell szdmitanunk radidnba:

arc sin 0,6 ~ 37° = 37-0,0174 =~ 0,644 (rad);

arcsin 0,2 ~ 11,5° =~ 11,5-0,0174 =~ 0,2 (rad).
0.6 )
] arcsin x dx ~ 0,6:0,6
0,2

_ 20,3864—0,04-+-0,8—0,98 = 1,1864—1,02 = 0,1664 ~ 0,17.

4 4
11. farctgxdx: f larctgxdx =?
0,3 0,3

_ ey = el =] =
Legyen u=arctg x;u 1+x2,v 1;v=x.
4 4

arc tg x dx = [x arc tg x]3 s — f
0.3
4

x
dx
1+x2

Il

0,3 X
1
= [xarctgx]ss— > In(+x3)| =
1 1 -
= 4arctg4—0,3arctg 0,3—7 In 17+7 In 1,09.

— T

darctgd ~ 4-76-0,0174 = 5,3;

0,3 arc tg 0,3 ~ 0,3-16,7-0,0174 ~ 0,087,

1 1 1 1
——In174—In1,09 ~ ——+2,833+—-0,086 ~ — 1,373.
s 2 3 |
Es igy a végeredmény 5,213—1,373 = 3,84,
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3
R At - ;. 5
J larshxdx =7

3
s r - 2
12. | arshxdx =
2

2
1 2 1
— Iegyemu=arshx; o' =—; v'=1; 7=x.
}/1+x2
3 3
X

farshxdx: [xarshx]i-—f ——dx =
3 3 l/1+x2

= [xarshxE—-[Y1+x2; = [xIn (x+ Ver)i-[V1+x =
= 3 G+VT0) =210 2+V3) -V T0+15 ~

~ 310 (3+3,16)—2 In (2+2,24)—3,16+2,24 —

=3In6,16—21n4,24—-0,92 ~ 3-1,82—2-1,44—0,92 = 1,66.

4 4
13. farchxdx= J Tarchxdr =7
2 2 .
. 1 :
Legyen u=archx; u' = ——; v'=1; v=x.
Yx2=1 '

‘4 . 4
farchxdx=[xarchx]§—f‘—x——dx=
2 ‘ g Va1

= [xarchx]i~ V=1l = kinG+VeE— Dl -V =1 =
= 4ln(4+!/1—5);-21n(2+!/§)‘-!/5+!/§ ~

~ 41n(4+3,87)~21n (2+1,73)—3,87+1,73 =

=41In7,87-21n3,73-2,14 ~ 4-2,06—2-1,32—2,14 = 3,46.

0,4 0,4
14. [ arthxdr= [ larthxde=2?
0,2 . 0,2

1
Legyen u=arthx; v’ = —I——F; v'=1; v=x.

Ll
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04 u ' dx=¢’(t)dt; az G4 hatarok pedig az alabbi médon adddnak:
'l' ar thx dx = [xar thx[33— J‘ A= az x =aq alsé hatirnak megfelels ¢ érték 1 =¢p~2(a);
02 0,2 az x=0b fels6 hatarnak megfelet6 rérték r=0 ¥b).
0,4
— [rar th s +l f - dx = ‘ Megjegyzés: Megtehetjik természetesen azt is, hogy elGszor
= 0% 24 1-x a hatarok figyelembevétele nélkiil a helyettesitési eljarassal ki-
’ szamitjuk az integrandus hatarozatlan integraljat, majd az ered-
1 ményt visszaalakitva az eredeti valtozo fiiggvényévé, az eredeti
= 0.4 L~ [ln (1—2)IPs = . ’
[x ar thadiss + - [ln (1=29l32 hatarokat helyettesitjiik be.
_, 1 lnl+x]°"_+ 1 In (1 — x4 = Gyakorlé feladatok
2 1—x 0,2 2 ’ 2
1 o4 1. f (3x+4)3dx = ? Az integrandus egy els6foku fiiggvény hatvany-
= —[xln(1+x)-xh(l-x)+h(+)+In(1-x)z = :
2 fuiggvénye; ilyenkor az u = 3x+4 helyettesitést alkalmazhatjuk, ekkor
1 1 210,4 A 1
= —[(1+x)in(1+x)+{1-x) in{i—xiez = dx = —du.
2 3
A feleld. hathrok kiszimitdsa:
-—1 ] ; DS] 05_12] ]2—08]]Q8)= | =% =1 =2 = £ hé{
2 2 10 du 1 10 1 [at1°
. f(3x+4)”a'x= f us——-=——f wdu = —| L] =
= (1,4In1,4+0,6In6-061n 10-1,21n1,2—0,81n8+0,8In10)= i 3 3 3, 3145
1 1 7600
1 . 1 = — (104 - 7% =~ — (10000 —2400) = —— = 633.
~ — (1,4-0,34+0,6-1,80-0,6-2,30—1,2-0,18—0,8-2,08--0,8-2,30) ~ ‘ 12 12 12
2 | 3
‘ 1
i . —dx =?
~ -;—(0,475+ 1,08—1,38—0,216— 1,664 +1,84) = 2 ! Q@x+ 1) dx
| 1
_ _2_(3,395——3,260) _ Tl."0v135 — 0,0675. f Legyen u = 2x+1; vagyis dx = —z-du.
2 “ . ‘l Ha x=2, akkor u=5; ha x=3, akkor u=7.
f’ L, Y du 174‘1 lu"’]"
. —dx = —_— = — u*duy = —|—— =
2. Integrilas helyettesntéssel ; 2x+ 1) : 208 2 P 21-3]s
Ha _1[1]7_1[11_111_
f)d T el el ] e l343 125)
x) dx
g ' 343-125
e B = 6383.125 ~ 8,5.1074,
kiszimitasa sordn egy x=q(¢) helyettesitést végziink, akkor -343-125
— ¢ inverz fuggvényét ¢~'-gyel jelolve — t=¢7(x); A feladat megoldhat6 f™(x)f"(x) alak felhasznalasaval is.
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xg 5 T A 4 mmma~l Al
- dx =7 A feladat megoiana

T— ®

2.

J¥x-Z

Az 0j hatarok:
Ha x=1, akkor u=e®, ha x=2, akkor u=e®.

N €103 alak felhasznalasaval
LG Gealak

F. Megaldds:

Legven u=}x3—2; tehdt u* = x*—2; x® = u*+2, ebbdl
2
Ix* dx = 2u du, vagyis x*dx = 5 udu.
Az 0j hatarok:

Ha x=2, akkor u=y8—2=V6; ha x=3, akkor u=y27-2=5.

—%du
3

S
I

f? x2
I

i
w|

5
r
dx = |
oJ u
74

<,
) -ﬁcn

S ¥xs-2
31

‘\

& L4

2 3x ef —~du ’
j. e e = j 3 j d
ExX+1 utk1 3 u+1
1 e3
L fin Gt D ~ il = L (e tne) =~ 6-3) = 1
= —fln ~ —[nujsg=—(Meb~-Ine = —{6-3)= 1
3 u o3 3 1]p3 3 ne e 3 { >)

II. Megoldds:

A szamlalét a nevezd derivaltjava alakitjuk, majd ntegrdlunk,

2 3x 2 3 2
e 1 3¢ 1 2

. = — - dx = [——ln[e“"+'!!1 =
J o+l 3 J &4 13 .

= 2 = 2 (5 ¥6) ~ 0,67(5-2,45) = 0,67:255 = L1
37 )

IF. Megoldds:
Az integrandus kdonyen f " (x)f’(x) alakra hozhato:

3 _1
,M—ﬁ=—f _ X = —kaLn”m=
/ sz 2

€
4, dx =17
f{‘ €3x+1

[. Megoldds:

1
Legyen w=e™; tehdt du="3¢*dx, vagyis €dx=—du.

3
5. f —dx =?
e*+1
du

Legyen u=e", ekkor du=e>dx és igy dx = —.
u

1
Az 0j hatarok: ha x=—1, akkoru = —; ha x=0, akkor u=1.
e

l9 v 1 = fl 3{11= f—3 du =7
J o -
-1

1 S P 1)
v ou+1 u v uiu+1)
ile ie

A feladatot az integrandusnak parcidlis tortekre bontasaval oldjuk meg,

3 A B

u(u+1) u u+l’

3 A(u+ 1)+ Bu )
u(u+1) u(u+1

3 = A(u+ 1)+ Bu.
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o hogy ‘:3 ésl ven u= '-1 ebel adodik

Eredményiink az eidobbi médszerrel kapott eredménnyel megegyezik,
ahol a szamértéket is meghataroztuk.

X
42

6' dx =17

Legyen u=0, ekkor 1a , hogy A=3;
B=-3 ]
: ~(3 3 —
| de= | |————|du= Ime=ln@+ Dz ="
J ee+1 J u u+l) 5
! e 1+e

)

1 1
= 3[111 1-In 2—~ln—e—+1n(—e—+l)] =3|{-In2+in
e

1+e  31n1,86 ~ 3.0,62 = 1,86.

n—=

II. Megoldds:
A feladatot — ellendrzésiil — més helyettesitéssel is megoldjuk.

w

-
| ——
1" Y5x—4

u+ 1
Legyen u = 5x—4; vagyis x = , és dx =—3-du.

Az 0j hatdrok: ha x=1, akkor u==1; ha x=4, akkor ¥=16.

du du

Legyen most u = e*+1, akkor du=e*dx, és dx = = a1l

1
ai 4 . = =—+1,é h
Megallapitjuk az ) hatarokat: ha x=—1, akkor u " +1, és ha

x=0, akkor u=2.
$ 3 3 du f2 3du
f dx = f u .u 1 u(u—1)
1 1

e”+1
-1 —+1 —+1
e e

Parcialis tortekre bontjuk az integrandust:

-]

3 A

R
R
U li— 1) u o u

3 = A(u—1)+Bu.

Legyen u=0, akkor A=—3, és u=1 esetén B=3.

f[__J_)d.,_a f(u Y

=+1
e

1
= 3[In(u—-1)-In u]‘_;_+1 =3 [lnl—-]nZ—ln?+ln [:+1)] .
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u+4 1
16 —du 16
x 5 5 1 u+4
N I N O i P
1 }/Sx—-4 i ]/u 251 }/u
1 !‘s e A N\ 1 :!61 1 1\
SN TR P Y O (SRS ) D
25J | ol | »sJ ’
1\ Yu7 3
r 3 1516
1 |u? ut 1 Vs sy 18
=—|—+4—| =—|—Vu? =
»|3 T ] R "]1
L 2 2 i,
"2 uyirsya] =
=-—1—uVYu+8 u] = —~(~—16 4+8:.4——-1-8 1)
25 1 25
_ 1 128+32 2 ] 1 (126 o4 66
2510 3 3 2503 T 25
2 -~ o~
~y r Ax- _T. o A : a 1 rr1 L 2 vy rLr _h
7. | w—=——dx =17 Az integrandusboi az x=sh¢ elyettesitésset
o5 Fi+x*

a gyokklfejezést klkuszobolhetjuk Legyen tehat x=sh ¢, akkor dx=ch ¢ dt.

S e ? 2shiy
f”——dx“ f———chtdt fZSh’tdt
)/l+sh2

Az atalakitas soran figyelembe vettiik, hogy

Y1+sh®t = chzr.
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o e ch2i—1. .
Mint tudjuk, sh?# = — ezért
to ty
r r sh 2f £)
j 2shtrdi = | (h2=Ddr=| —t=
ty 31 I

= [shtcht—1]2 = [sh t}/l—-Fgl_?—t—t]-;: = [xY1+x2—ar shxlss=

= 2VB—1n(2+VE)-o,sziE+1n(o,5+Vfi§) ~
~ 2:224—In 4,24-0,5-1,12+1n 1,62 =
~ 4,48—1,44—0,56+0,482 = 4,962 —2,00 = 2,962.

f 3x? ldx — 2 Most az x=ch ¢ helyettesités célszerli, mert
a ch? i—s‘ﬁ‘3 = 1 azonossagot felhasznalva, az integrandus sht és cht 1
racionalis kifejezése lesz. 1
x=cht+—dx=shtdt

Visszahelyettesitjiik a régi valtozot és hatdrokat:

3 S
= —s—[x}/x’—l(sz—l)—archx]; =

Mivel most adott x-hez tartozé t érték megallapitasa elég mehézkes;——
ezért a hatérokat nem fejezziik ki az j valtozéban, ink4bb majd vissza-

tériink a rcgl valtozora. _ o ‘

f3ch2tsh21dt

t |

f3x”}/x’ Tdx = f3ch2t}/ch2t—1shtdr

) 1+ch2t |, ch2t—1
Mivel ch?t = , és sh*t = — ezért :
.tg 3 R ‘i
[3chersherdr = f (ch2t+1) (ch 2t — 1) dt = '

t:: ty
? 3 2 (11ch 4t
¢ Yar=1 ‘./ l 2
1

3 2
< f (ch 4t —1)dt =

i
e

_ 3[sh4t t]tz__ [Zsthcth t]tz
“ 8| 4 n 8 4 e,

2 sh2rch 2 = 4shechr(ch®t+sh?s) = achsych® r—1(2ch?t—1).
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- %[xy;r:i(zxz_n_m G+VE=DI =
3.
iy [4Y1531)—in(4+¥15)-3Y8(17)+In(3+V8)] ~
3
~ —8—[124-3,87—-1n (4+3,87)—51-2,83+1In (3+2,83)] ~
3 3
~g (480—1n 7,87 — 144+ 1n 5,83) ~ ";;— (336—2,06+1,76) =
= ~;-(330—0,.50 = 3.3835,7 ~

13 Integraiszamitas
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1. Végtelen integralasi intervallum

Legyen az f(x) figgvény minden B>a-ra az [a, B] intervallum-
ban mtegrélhato Haa

Jim_ f £ dx

hatérérték létezik és véges, amit ugy is mondunk, hogy az integ-
ral konvergens, akko or az [a, -] intervallumbeli improprius
nt ezzel a hatarértékkel eszvenlo

Im [nB-Inl]=+e.

B—+ +co

Az integrél tehat divergens.

+
f dx = lim =
: 1+x2 Bt g i dx lim [arctgx]f =

B+ 4oco
= lim ” i
(arctg B—arctg0) = ——0 = —
B~+oo 2 2
4o B
A i . . B .
a4, [ A —  Tien r_1 g e L f 1
J o254, T gl 55 T g 2s) o
X — 00 &

integral definicié szerint atarértékkel |
F= B |
A =
= Xx) dx.

B—++o0

a a %
Hasonléképpen

a a §
J = Jim, JRCLE ,
és |
[ foyds = Jim [ 1), |

—e B—+ 4o

ha a megfelel6 integralok és hat:

D¢
-+
|| %

Gyakorl6 feladatok
+ oo 1 ‘? 1 I,x_l B
1. j —dx = lim —dx= TIim ] =
x? B+too s x3 B>+ L—1 ]2

. I]B i [ 1, 1 ] 1
= —— = im —— —_—= —,
B-:Too X j2 B—++4co B 2 2

Az improprius integral tehat konvergens, és értéke 5

194

A feladatot helyettesitéssel oldjuk meg: u=‘-x—' dx=5du; ha x=0
5 ’ 3 Vs

akkor u=0; ha x=+ e, akkor u=+; ha x=B, akkor U=—B“=B"
5 ’

+
f —_ de = f Sdu lim 1 du
s +x B-—-{-eo 25 ].-l-ll2 B'->+on 5 1+u’

o 1 , . 1
= lim ?[arctgu]o' = lim —5~(arcth’—arc1g0)=

B =40 —ton

T
s. [ - .
oo l+x2 B-]-ITM 1+x’dx _xllf.. [2arctg]s =

A+r—cc 4 A->—oo

B—++oo 2

A—+>—oco

= lim [2arctgB-2arctg Al5 = 2(%.*.1) = 2.

13+
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!

]
L]
g
8
romcm—
| “,
| el
\orcmm—
o
I
=
s
8
R
R
x| w
[ —1
o« -]
|

3
3 3 3
= lim | -—+— =-3—~-
B—+ oo 3__ 3 _ —
VB V5 E]
+°°dx de . x~2)B
f—= Jim — = lim =
X Be+oo x3 Batel—2]1
1 1
. 118 (1 1) 1
= lim |- = lim |-——+—=]=—=

- 5
Brte |l 201  B-te \ 2B% 2)

+eo B

2
—— f = Tim ;?(x—Z)"dx—
5/ (x—-2p x_aﬂ,,.l (x— 2)*—3“,,93./

—2)-1y2 —1

= lim [‘i‘_)__ = lm |—

B>+ oo -1 3 B—~+oo | X—2}s
-1 1

= fim |——+——|=1
B-—lr-?eo B— 2+3 2 °©

dx = ? Az integrandusnak az [S5; + ] interval-

f 2
(x—3)(x+4)
an mm_:s szakad4sa. Parciélis tértekre bontva integralunk:

& igy C= ——

—
[-1%

2= A(x+4)+C(x—3).

2
Ha x=3, akkor 2=74, és igy A=7; ha x=-—4, akkor 2=-7C,

2
7

= lim —[ln(x H-In(x+Hf = lim —[ln—— =
B-too 7 B>t 1

A 2 B-3 5-3 2 2
= lim —|ln —Inh—f=—10-In—} =

B+too 7 B+4 5+4 7 9
2
= 7]n45 ~ 0,285-1,51 =~ 0,43
3
B-3 "3
Felhasznéltuk, hogy lim ——~ = lim =1, és In1=0.

1+—

B

meg:

5 4 N B
x-1)(x+5 x—1 x+5

5= A(x+5)+B(x-1).

-

5
Legyen x=1, akkor 5=64, és igy A=?;ha x=—35, akkor 5=—6B,

tehit B=——

v

Fredménveinket fethasznilva:

J waraIa 32V

»

~ 5 (s 15 1Y,

5/ (x—l)(x+5)d"_§l 6x-1 6x+5"

— e bax =
pim e f(x 1 x+5]
5 x—117

lim — x—=1)—-In(x+5)f = lim —{In
plim nn( )-InG+5E = lim ol

]

o
D
~3




5 B-1 3-1 5 B 2

= lim —1IIn In = lim —]|ln

x—2x+42 (x=12+1

B> +4co 6 ) B+5 B 3+5 B—++o0 6 . 3

— oo — oo

= —5— 0—lnl = —s—ln4 ~ 0,835-1,4 ~ 1,17.
6 4 6

-2 1

11. -:/; -—(mdx

= 7 A (—; —2] intervallumon belil az

integrandusnak nincs szakaddsa. Az integrandust parcialis tortekre
bontjuk:

1 A B
+

x+D)x-3) x4

deniitt folytonos. A feladatot helyettesitéssel oldjuk meg:
Legyen u = x—1, igy du=dx; ha x— + «; akkor u— =+ co.
+ oo

f 5 de= i 5
X = lm —_— =
AN Caag B~ oo f(x—1)2+1dx
A-»—ooA
B
= lim f du= 1 B _
B>t o u+1 * B'En-:eo[sarCtgu]A’
A'>—co 4 A>—co

_ (n 7\
lim (Sarctg B —SarctgA) = 5| —+—| = 5.

1
Legyen x=—1, akkor 1=—44, é A= _7; legyen x=3, akkor

1
1=4B, és B=—4—.
Tehat
1 1 1 1

. 17'{1 1‘. s AN _ 1.1 1\1—8
= lim — | |————=}dx= Im —[n{x—3)—mX+ija=
A++oo 4 AJ x—3 x+1) A+—c0 4
1 x-31? T —-2-3 A=13)
= Lk —|lln— = lim —|n - = ‘
Av—oo 4| x+1]J4 44— 4 —-2+1 A+1 ‘
’ 3
1 A 1
= lim vy In5—In 1 =7m5~0,25-1,62=0,405.
A—+>—oco
1+—
L g
198

B >4
A’_-’i-& \2 2)
i R 1
13. J e *dx= Iim e *dx= lim [—e ™]f =
1 B—++eco 1 B>+
= % B ,- 1
= lim (—e B+e 1) =— =~ 0,368.
B->+oco e
+eo B
—2 . 5 12
14. f 5edx= lim [ Se™dx= lim __e-ax] -
3 B +4co 3 B—++oco 2 a
. 5 5 5 2,5
= lim (—-—e""’+—e‘)=——z"—x
B—++4oco 2 2 23‘ 54,6 0’0458.
-3 -3
= x 1 1 r .. e aas
i5. _‘!, e ax—A_x'u-I_lw e ax=Aillllule‘4“=
1 1
= lim (¢e3-e)=—=~—= .
A-—ee( ) e 20 0.05
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<
|

o]

[ =]

2C=0: C =

Yy ©

5"

lim [-arcthylf= lim |-—Ih—7F7] =
B~ 4o B~ 400 2 u+1 Py

1 B-1 1 e-1 1. e—1
= lim |-—Ih——+—In =|=lh—-0| ~
BJ+,°( 2 "Byl 2 e+l) (2 e+1 )
11,72 1

~—In =—
2 372 2

1
(n1,72-1n3,72) ~ — (0,542-1,33) ~ —0.4.

0 0 3:: 0
1. f 32dx = lim [ 3*dx= lim |—| =
% A->—°°A A+ —oco ln3 A

IL.-be behelyettesitve:

2

IV.-bél:
lip=1 !
2 = 1 B= —2‘ .
Az integral

-1
r dx

| ———
v X I)(x - 1)

-1

18. =17 Az integrandust parcidlis tértekre bontjuk:

f dx
e+ DE-1y
1 _ A + B +Cx+D.

CrDE—1P x-1 (x-12 x*+1°
1= A(x—-1)(2+1)+BE*+1)+(Cx+D)(x— 1™

A Kkijeldlt szorzasokat elvégezziik, majd felirjuk az egyenld fokszdmu
tagok egyitthatbinak egyenloségét. Az igy kapott egyenletrendszert
megoldjuk.

1= A(x*—x3+x—1)+B(*+ 1)+ (Cx+ D)(x®*—2x+1);

1 1

1= (d+CO)+(—A4+B+D-20)x*+{A-2D+C)x+
+(—~A+B+D).
A+€=70 L
—A+B+D-2C=0 II.
A-2D+C=0 III.
—A+B+D =1 Iv.
1.-1L:
2D=0, D=0
200

“r 1 PR
= -5t — = =
_~!° I_ 2x-1 2 (x—-])2+ 2 x2+1de—

_1 f[ 1 1 1 2
2 J ooy st e %

= tim ~[- e tmesn]”
oim S 1 lx— I+-2-ln(x +1)]A =
= lm _l.[i_ln 'Ll,iln') ! 1 1 Ten 11 AN 1 1 ]
A__,_m 2 lz A1) & 7T 2juh-r ‘-_lTlu\l_d’—7‘ﬁlA=+i\l=
~ i
. . 1 -
Mivel lim —— =04é&s lim ]n—l 4 =Inl=0
Av—cc A—1 Av—  YAir1 ’
-1
f dx 1 1
J (“x’+l)(x—1)= = 7——4—1112 ~ 0,25-0,17 = 0,08.
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+‘“ - Fec _w
-x dx — 9 Az improprius integralt parcidlisan integraljuk:
10

— e @ I__l. v’_p—r- "=_e-—x

Most a ,,lim:’ jelélé,st csak a feladat megold4sa végén vezetjik be,
ami megengedett.

+oo +o0
f xe *dx=[—xe *l{" — f —e"*dx =
10 10

+ o0
m [xelhm+ [ e de=[—xe T +[—e N =
10

= lim {[—xe""]fo+[—e"‘fo =

B +co
= lim (—Be B+10e"1°—e B+eV).
B-»+4co
A hatarérték kiszamitdsakor felhasznaljuk, hogy
lim Be % =0.
B~ +4oco

Ennek bizonyitisit barmely — hatérérték szamitassal foglalkoz6 —
konyvben megtalilhatja az olvas6.

+ o0
f xe~*dx = 1le™*°,
10

Az integril tehdt konvergens.

1 1

+eco +o00 — +o0 —
S U I I
20. __1___.ax— ’ 1o 3 ‘,.--J Inx

[ 4 X [ 4 piig A+ & DX

4 4 4

= . = =

A—++oo A+ +oo

Az integral tehdt divergens.

oo
21. f __ @ _ 9 Az integrandust helyettesitéssel alakitjuk 4t.
x¥1+x

Legyen u=}1+x, ebbdl x=u*—1 és dx=2udu.

202

A4

Az 0j hatirok: ha x=3, akkor w=2, és ha X—>+ o, akkor
U~ +eo.

=+ oo £ oo

dx r 2udu 2du

+
=l B il M

) ¢ 2du . u+1)?
lim f = lim |-In =
B~+co o -1 Beteo u—1

. u—1)*% . B-1 2-1
= lim |In = lim [|In —In— | =
B>+ | u+1)]s B-te\ B+1 241

I

1
= 0-—1n—3— =In3 =~ 1,1.
+pﬁ dx .
22. | ———— =7 Helyettesités u=)1+x; tehiat ebbdl x=u2—1
é’ x2Y1+x
— Az Gj hatdrok: @ x=8, akkor #=3, é ha x—+ s, akkor u— F .

j-w ax _ ]‘m 2u du ]*w 2du 0
d =flex § @-Dw  J @-1r
Az integrandust parcidlis tortekre bontjuk:
2 2 4 B . N C D

@—1F  @tlpE—1y u+l+(u+ )2 u—1+(u—1)=’

A jobb oldalt kozds nevezdére hozzuk, majd az egyenld fokszimi
tagok egyiitthatéinak egyenldségét felirjuk:

2= A(u+1)(u—12*+Bu—1)2+Cu+1)(u—1)+D(u+1)2;
2 = A(u+1) (@2 —2u+1)+Buz—2u+1)+
+CW*+2u+Du—1D)+D(r+2u+1);

2 = A@+u2—2u*—2u+u+1)+ B —2u+ 1)+
+Cd+2ut+u—u—-2u—1)+D(ut+2u+1);
2=AW—wt—u+1)+BW*-2u+1)+CtP+ut—u—1)+
+ D(u®+2u+1).
2=(A+C)i*+(—A+B+C+D)u*+(—A—-2B—C+2D)u+
+(A4+B-C+D).

n
[=]
@w




5 ! ' B’+ 1 1 1 A 1 1\
- ! = lim ——Ilﬂ - _!n:J‘,i;{;;‘ —_
A+C=0 I B-+e 2\ B'—-1 PB+1 B-1 24" 2]}
B—A+C+D=0 n. 1 3
2D-A-2B-C=0 HE. ) \0_0—0_ &)
A+B-C+D = 2. Iv. 3 1
= ———In2 = 0,375-0,5-0,69 = 0,030.
Iv.-1I.: 8 2
24-2C =2
A-C=1 2. Nem korlatos fiiggvények improprius integrilja
A+C =0 (1) .. . .
; Legyen az f(x) fuggve}ny minden [a,b—¢] intervallumban
1 1 (ahol e >0 és b—¢ > q) integralhaté, és legyen f(x) a b pontban
24=1; A=—; C=——. . : e
> ) nem korlatos (vagyis f(b) = + o vagy — o).
o | Ha létezik és véges a
1V .-DO1 | ]
o ) 8:8
B+D=1 lim | £ dx
TIT &l ;'_:'0‘ J ST
111,001 a
l 1 } r_r . . . . . ”
2D—r _2Bi—=0; D-B=0 1 hatarérték, akkor az [a, b] intervallumbeli (improprius) integral
2 2 ‘ definici szerint ezzel a hatarértékkel egyenld:
1 1 y b b—e
2=1; D=3 B=-. | ff(x)dx=£g}f £(x) dx.
| a
A kapott egyiitthatok: ! ‘
1 1 1 1 ’ Ha f(x) az a pontban nem korlitos és minden [a+e¢, 5] in-
A= B=—; C=-23 D=7. tervallumban integralhat6, akkor hasonléképpen
| b b
AP W ! [ ey 10 [ 20 n 1
’ s B - X JJ\ }u""_f"‘_nl J.I\ )a‘x’
J  @-1y : a 20 e
3 |
B 1 1 1 1 I I . | 1id X CIN @-Dan C1 [ NCm KOriatos
- Im f 11 — = e J du = ! [a+ ¢, b—e&,] intervallumban integralhatS, akkor
B++too 2u+1 2 (1P 2u-1 2 @-1)
3 [l b b—eg .
1 R | Jreax=1m [ sedx;
- . - - ) = i -0
B,l_l’lfl_:ma 2 [ln (u+1—-In (-1 utrl u—1)s | a :;'_,0 a+ey
; 1 utl 11 ]n' _ | ha pedig f(x) egy belsd ¢ pontban (@<c<b) nem korlatos,
—B’ll-‘i—oo_z— u“l u+1 u—1 3
205
204 |




. rio, 1
J —dx= ? Az integrandus pozitiv x-re ——, negativ x-re

-2 Fix| Vx

, x=0-ra pedig nem Kkorlitos. Az integralt tehdt két részre

-Xx
kell bontanunk.

1 1 1
—= —dx —dx.
-2 V!xl 2 V_x 0 }/x

A két improprius integralt kilon-kiilén szamitjuk ki.

0

3
1
f— x=lim [ x *dx = lim[R2ya] =
}/x e-o()s £—-+0

= m(zﬁ-zﬁh 2Y3.

akkor az integra! két improprius integral osszegeként hataroz- |
haté meg: |
b c b
r ‘. pr r L7 N\ b
J Jxydx="| j(x)ax+ | Jjix)ax
a a [
Gyakorlé feladatok
dx R i , dx
1 f = lim = ? Tudjuk, hogy f =
J V5= w0y Y25-2 Yar—x
. ox
= arc sin —, ezért
a
5—¢ 5-¢
. . x
lim f ————= lim [arc sin —
e~0Y  Y25-—x2 e-o0l S Jo
5—¢ . b 4
= lim Jarc sin —arcsin0] = arcsinl = —.
>0\ ) Z
10 dx |
2, — =17 Az integrandus egyik hatdron sem korlatos. ‘
_% Y100-— i
10 dx 10—83 dx ) 10- ‘: ;
— = lim ————= lim arcsm— = ‘
%o V100—x3 :;——o 10+¢ Y100 —x* 2;:?, 01-104s,
. ( . 10—82 . —10+81 )
= lim jarcsin —arcsin ————| =
¢1—>0 1
Cz-'o |
= arcsin 1 —arcsin{—1) = r_ ‘l——i\l =7z
(== |\ 2 .
7
1
—dx="? i az x=0 helyen nem korlitos.
0 Vx
1 1 1,
1 . 1 . -1
f——_a’x=llm —dx=1lim | x *dx=
Vx e=0d ¥x e~0
= lim [2¥x]. -—llm(ZYI 2Ve) = 2.
e—+0

Tehét

¥
f—_ dx = 2Y2+2Y3 = 2(Y2+V3) ~
—9 x

~ 2(1,41+1,73) = 2.3,14 = 6,28.
8 1 8

5. s =lm [ x ”dx—hm ——Vx’]
0 V; 8-’08 e—+0
3__ 33

= lim (— }/64——}/5") =6

e—~0 2




n

=7 Az integrandus az x=0 heilyen nem Koriaios, ezéri

o '/— e-0 ey &0 -2
{33 _ 33_\ 33_
=lim|=ya-—Va]l=-=V4
51.0‘\2 2 J 2

¥ dx S 33 _T°
— =1lim | x 3dx=Ilim}|—V¥x2| =
3_ g0V - e~0

Vx s

£

&0

——hm(2 9——}/62l = ——V9

A feladat megolddsa tehat:

33_ 33
gﬁ = ¥9- 7}/ ~ 1,5(2,08—1,59) = 1,5-0,49 = 0,735.
) V; = =
1
dx . ,
7. f =7 Az integrandus nem korlatos az 1 helyen.
A Vi—x
1 1—¢ 1-¢
d -
f d = lim i = lim (1-x) T dx =
ey }/1 —x &0 }/1 x &0

=lim[-2VT=x]23" =lim(—=2YT1=1+e+2V1+2)=2)3~3,46.
e-=0

e~0

(%]
<>
a0

5
r dx 3
o O A s A __ PR
O , ; =1 AZ BLanuaud neIm Koridatos az x =T neiyen
4/‘:'; yix—4 i
5 5 b
dx ) dx .
——— =lim ——— =lim (3x—4) *dx =
Py V3x—4 e~0 . Y3x—4 e,
3 3 4 —3—+E

e-+0 e—0

2
= ?}/11 ~ 0,67-3,32 = 2,22,

[
r X
9. |

2 — ) 2 2
=lim|=V3x—4|, =tlim[=y5=a-= 7| =
1m[3l/x ]%H 1m(3 y15-4 3}’4-*—38 4)

dx =? Az integrandus az x=3 helyen nem

g Vx+1)(x—3)

1

korlatos, mésrészt f"(x)f"(x)+——

alakra hozhaté.

6

x
f dx =
3 Yx2=2x—3

£—+0

A két integralt kiilon hatidrozzuk meg.

lim —- f(Zx 2(i—2v—3) T de =
e~0 3+e

8
1
= lim (2x—2)(x*—2x—3) ’d+ —_—
[ [ =

= lim— [2}’x’ 2x—3)3,.=V36—12—3—Y9—6—3=)21~4,583.

e+0 2

[] 1 6

f—_—l/(x——l)T——at dx=% f—————ll —dx.

3+e 3+s [x_ )2_1
2

i4 Integrdiszamitds

[\
Q
\2




X
At=—
2

helyettesitéssel x = 2¢41 és dx=2d¢; ha x=3, akkor

5
— =1 és ha x=6, akkor =—.

4
A t=1 helyen az integrandus nem korlatos. Tehat a méasodik integral
helyettesités utin

5/2

o1 2dt ) 5
lim — f = lim [arch 1]Z,, =
e~0 2 1Y, Yer=1 &0

3 5 ]/25 5+V21
=lim[ln(t+}/t2—l)]12+z=In(~2~+ Z—1J—1nl=1n ;/ .
-0

A feladat megoldésa:

N x 54yl 96
’ J ~ ~
Y YarD) -3 2

=Iim{{xhxE-[x} =lim(Ilnl—-e¢he—14+¢) =
=0

&0

=lim(—e¢lhe—1+¢).
£—+0

limelng =7
&-+0

A szorzat egyik tényez&je (¢) nulldhoz, a madsik tényezbje pedig
(Ine) minusz végtelenhez tart. A szorzat hatarértékét a L’Hospital-
szaballyal allapitjuk meg, de ehhez elébb Aatalakitjuk kifejezésiinket:

limelne = lim—.
-0 &—+0

- ~ —
3 £l 3 3 E]

1
2x
10. / —'7——— dx = ? Az integrandus egyik hataron sem korlatos;
1—x?

-1
az elojeltdl eltekintve f™(x)f’(x) alaku:

. 1—¢ _2x
dx = lim ———e—— X =

1
f 2x
2 V1—x? 0¥ . 1—x

=lim[-2yT—x]i. = 0-0= 0.

DS
gt
1

1
1. f Inxdx =lim [ Inxdx=? Az integral improprius, mert
(1] B-’op

limIn x= — . A feladatot parcialis integralassal oldjuk meg.
x—+0

1 1
flnxdx: f 1 Inx dx.
0 0

Legyen u=In x, és v=x, vagyis '=— és v'=1.
x

[
b—
(=]

gy-atala Orzato n % 3 ,—amelynek szamlélbja
és nevezbje abszolit értékben egyarant végtelenhez tart, ha ¢—0. Most
‘ 1

. Ine . £ .
lim— =lim—— =lim(—¢&) = 0.
=0 £—~0 &—>0

& &

A megoldas tehat:

1
fIxdx=lim(-elne—1+g=—1.

0 e—~0
[ dx : : . )
12. j ———— = ? Az integrdl improprius, mert a nevezd helyet-
i xl/xz—l

relt

alakitjuk at.
Legyen x=cht; vagyis dx=shtdr. Kiszimitjuk az 0j hatirokat:
Mivel r=ar ch x, ezért

ty=archl =In(1+y1=1) =0, &
ty=arch2 =In(2+y4-1) = n (2+¥3).

3
*

a
"
1]
=
[N




Az Gj hatérokat — bér értdkiket ismerjik — csak jeldljak.
2 | 2 te
r dx r shrdt ,r dt
’ ya = f e— = __:
¢ x¥x@-1 5 chrfewri—1 ¢ cht
sh¢
Az atalakitas sordn felhaszniltuk, hogy barmely r-re l’—— =1
ch?r—1

(t=0-ra a tort hatarértéke ennyi!) Az 1j valtozéra mar nem improprius
az integrdl, mert a nevezd birmely ¢ értékre nagyobb vagy egyenld egy-

gyel.
Az integrandust exponencidlis alakba irjuk:

f cht f e‘+e" _feia:-,=f e

N
-
=3
%
>
B
c
®
3
g "
<
-~
=3
Sy
&
®
)
D,
=3
=
i~
B

1. Teriiletszamitas

Ha egy [a, b] intervallumban értelmezett folytonos f(x) fiigg-
vény gorbéje, az a és b hatarpontokhoz tartozé ordinataszaka-
szok, valamint az X-tengely &ltal hatarolt (eldjeles) teriiletet
akarjuk meghatérozni, akkor a fiiggvény a-t6l b-ig vett hataro-
zott integraljat kell képezniink:

b

T= f S dx.

Az elo_]eles terulet azt JeLentl nogy (a<b esetén) az X tengelv

~
"'\
~

f =[2arctg u]:: = [2arctg e']:: .
uy

Mivel t, = 0 és 1, = In (2+¥3), ezért

2

dx —
f — = 2arctge‘l“(2+y3)—2 arctged =
xYx -1

=2arctg(2+¥3)—2arctg 1.

arctg 3,73 = 75° = 75-0,0174 =~ 1,3, & arctgl = % ~ 0,785, ezért
2

f X 2.13-2.0,785 = 2.6 1,57 = 1,030.
xYx*—1

2. 4bra

=<

[ 4
[ 8]

-

f(x)dx>
ﬂ

[
w




Ha a g8 paraméter lakban adott, v ‘s, x(t
£\ 1.1 y _ a ’ __ - LN ’ b 1 . e z
y = y(l), a or a 1 € I, pardmet I'CI'I nez tartozo
B[ZI(t ). ]Z(t )I= B(t ) Q’S le‘ti) ]Z!tg)l = E!tg! pﬂnlﬂk a’ ltﬁl I
r . ’ I3
—hatarolt gorbeszakasz, az x(#) €s-x{t;) egyenesek és-az X-tengely ————————

kozotti terilet (4. dbra)

7= [ Y050,

ahol x (1) az x(¢) fliggvény ¢ szerinti derivaltjat jelenti: x(r) = % .
YA
x=x(%) )
Pty Y=ud) |
./ N
" 7
— %
Y = 4 dbra
g X{t[) X(tz’ X

Ha Gn. szektorteriiletet akarunk meghatarozni (5. abra), és
ismert a sikgorbe paraméteres egyenletrendszere, akkor a kovet-
kez6 modon janmk el.

Legyen x= x(t) és y= =y(t), akkor a t, és t, paraméterekkel
megadott P[x(1); y(t)l=P(t) é Plx(fy); y(tz)]=P(t;) pon-
tokhoz az origébdl huzott egyenes szakaszok, valamint a sik-

gbrbe altal hatarolt teriilet a kdvetkezd hatdrozott integral ki-
szamitasaval kaphaté meg:
1 F
T= 5 f (xy—yx)dt.

Hh

(Az abran T a satirozott terilet!)

|\S]
EEN

2
D,
L,
Ait,)
5. 4ab
7 - abra
Ha a c7zaktn {'Infnf a cikaolrha = vlranrdinat

1ia <« ul.tvl\l.ul Luivive a 311\5 UL U
b

uw
ismeretében aKar_]uK kiszdmitani, akkor a ko vetkez() formulat

_ kell hasznalnunk (6. 4bra):

P2

T=%fr2dqo.

P1

Itt r=r(¢) a radiuszvektor nagysiga, mint a polarszog fiigg-
vénye.

YA (

b,
17,8

r=r(p)

S

7 > 6. ibra

[ ]
—
un




Gyakorl6 feladatok % o [1 . 14x]%8
_ T= | - [arthx]ly =]|—Ih—] =
- \ - - K 1—x* [2 l_xJo
1 16 1 1 1 1
=—In—-—In

=—Ind = 2139—0693

A Kkeresett sikrész teriilete tehat 0,695 teriiletegység.

1 .
3. Hatirozzuk meg az y =l Z fiiggvény gorbéje, az X-tengely

és az a=1,2; b=7 abszcissz4ju pontokhoz tartoz6 ordindtik 4ltal hata-
rolt teriilet mérdszamat (8. abra)! Vigyazat! A fiiggvény az eldbbi példa
integrandusidval megegyezik, a hatdrozatlan integrdlja azonban nem,
mert most |x|>1.

7

T f U e farcthaf s = - [

= x = [ar cthx];,s = — |In =

A 1 —x2 1.2 2 x—1}3,2
14 8 22) 1
=—|ln——In—]=—(@n4-In3-Inill) =
20 6 2] 2
I

650 ~ 4.2,45 = 9,8, 5 (1L39-1,1-24) = 05-(=2,11) =~ 1,055.

1
I . t = — fiiggvé orbéj -tengely kozé
Az x=6 a . oz tartozd ordindta, az y= V; figavény gorbéje 4. Hatéirozzuk meg az y S fuggvény gorbéje és az X-tengely koz
és az X-tengely 4ltal hatdrolt terilet tehdt 9,8 teriletegység. esG teriiletet, a kovetkezd intervallumok felett: [0; <], [0; al, [a; + ]

2. Hatdrozzuk meg az y = 9., 10. és 11. 4bra).

faggvény gorbéje, az X-tengely

1-x* % 4
és az a=0; b=0,6 abszcisszdji pontokhoz tartozd ordindtdk &ltal hati- T, = f —dx = lim ! —dx =
rolt sikrész teriiletének mérdszdmait (8. 4bra). e~+0 x
A—+oco &
y‘ = lim [Inx]2 = lim (In4A—In¢g) = o4 = e,
4 A->eo A—+>oco
71 ) Y
Y= {
( Xt
\ .
-3 -2 - 1 2 3 4 5 6 7
‘ V 7
-1
2 9. dbra
-3 8. 4bra
216 217




Yh
h
:
V)
-t
7 P >X- 10. abra
A
|
\
\
\ ¢
\\Wra
_‘% 11. dbra
0 a X

Y1 Y1
T, = f —dx =1lim | —dx =lim[lnx]2=
- X 5-—0e X e—~0

=lim[lna—In¢gl =Ina+oo = o,

e—+0
F1 s .
T,= | —dx= lim | —dx= lim [Inx]2 =
J X A-—+oco J X A—+oo
a a
A~—>oco N

Ezek az improprius integralok tehat divergensek.

1
5. Hatarozzuk meg az y = — fiiggvény gorbéje és az X-tengely kozé
x

esd teriiletet a kovetkezd két intervallumban: [3; 10], valamint [—2; —1]
(12. 4bra).

N
-
o

-1
2 12. 4bra
]:o 1 1N
1 1v
T — de = Mnx10 — 12 10 _In2=In_ ~1n3222 =191
i = _l GA = |11l Ajg il IV o ity Py il Jy,00 1yl
J 3
-1
1
1
Tg = _"dx =?
x

1
Az — fiiggvény primitiv fliggvénye negativ x értékekre In (—x), ezt
x
felhaszndlva:
T, = f —dx=[In(—MZi=In1-In2 = —In2 ~ —0,69.
x
—2

A teriilet azért negativ, mert a filiggvény gorbéje ebben az intervallum-
ban az X-tengely alatt van.

1 s . e
6. Hatarozzuk meg az y = — fliggvény gorbéje és az X-tengeiy kozé
X2

esO teriiletet, ha az intervallumok a koévetkezOk: [0; <], [0; a], [a; <].
(13., 14., 15. ébra.)

<1 A _ 174
T, = f —dx= lim | —dx= lm|—-—]| =
x3 e—+0 x? =0 X 1
0 Ao A-+oo
i 1 + 1]
= lim | ——+—] = <.
&0 A &

A—>oco

(4
-
»




YA S S 1y
?///i T, = | —dx = lim | —dleiml—-—l =
2 /// J X2 2~0Q x7 g0} x_|.
Iﬁ% 0 e
7 1 1 1
= lim —_——Ft—f=——4 0 = o
4 C—»o[ a & a +
Y%
T fmld im L — tm [ L]
= —dx = lim —dx=lim}{——] =
7 -, 13. 4bra 8 x2 Aroo X2 * A>oo X a
1 X a a
. 1 1 1 1
= hm —_t—] = O _— = -
A—>oco a a a
Y
‘ \ 7. Hatarozzuk meg az y=x? fiiggvény gorbéje, és az y = x+2 egye-
A nes altal hatdrolt terilletrészt (16. 4bra)!
YA Az intervallum végpontjait a két gorbe metszéspontjainak abszcisszai
A adjak
;////\
/7
y:-;’,- f
14\
] 14. 4bra 91
ol 1 a X ol y=x*
74
64
A!rL o
\ £l | ot/
\ v D4
\ 4
15. 4bra
-1; > 16. 4bra
221




Az 4brabél lithatd, hogy a két metszé

Az egyenes és a parabola metszéspontjai
X2 = x+2;
x3—x—=2=20
1+V1+8 143
X3, 2 2 5 1=2; xp=-1;
»n=4; y.=1

A metszéspontok: P,(2;4), P.(—1;1).
Az integralds hatarai: [—1; 2].

A két figgvény grafikonja kozotti terilet egyenlé a vézlatos abra
szerint az y = x+2 egyenes és az X-tengely kozotti teriletnek, valamint
az y=x* parabola és az X-tengely kozotti teriiletnek a kilonbségével.

hato, hogy metszéspont: Py(1;2), Py(3;0).

A parabola egyenletébdl — teljes négyzetté kiegészitéssel kif
anl ut Y BUSLILESSCl — KIIC)CZ-
ziik y-t

Y24y — 2y 4
y = 2x—6;

VE—dy+4 = 2x—2;
(r=2) = 2(x~-1);

y=2= +V2(x-1j;
y=4+2V(x-1)+2.

A fuggvény kétértékii és az alsé szar, valamint az e
iy A - ; egyenes
sikrész teriiletét keressiik. Az integralds hatarai: [1; 3] gy kozé est

3 3
T= [ (~x+3de— [ [-VIG—D)+
1 1

2 2 2
T= f (x+2)dx— fx’ux= _,r (x+2—-xYdx =
-1 -i -1
X2 x3)2 8 1 1
= 2 =244} —2p—} =
2 3], 2 3
8 3 1 1 1
=6——+4——— = T7——3 = 4§ — teriiletegység.
3t273 72 g feruicleRyses

Az integralandé fiiggvényt gy hatdroztuk meg, hogy a ki-
16nbség az adott intervallumban pozitiv legyen.

8. Hatirozzuk meg az y2—2x—4y+6 = O parabola ésazy = —x+3
egyenes altal hatarolt sikrész teriletét (17. dbra).

i

%{Mw

i

3
rr_.... 3]
L—=x+1=F 2

—J

4}
R
2

14

17. 4bra

222

2y2
X =T——XFXF+F——x-1) =
1 L < <

9 2

V2 1 8 2
=-5t 3+T V23+7—1—0 = —2+? =3 teriiletegység.

9. Hatdrozzuk meg az y

) ! =sin x fiiggvény gorbéje é -
altal hatérolt teriiletet a [0; 7] ot felet” (1o tengely

és a [0; 27] intervallumok felett (18. 4bra).

T
T, = f sinx dx = [—cos x]§ = —cos n+cos 0 =
0

= —(—1)+1 = 2 teriiletegység.
%ﬂ:

T2 = J sinxdx = [—COSx]%" = —cos 2n+cos 0 = —141=0.

N
N
w




nulla.

A feladatot tehat ugy Kell megoldanunk, hogy a [0; #] €s [#; 27
intervallumokra szamitott teriiletek abszolit értékének Osszegét kell
2n

képezniink. Ekkor — mivel f sin xdx értéke szintén 2 — az eredmény
; .

T.=4 teriletegység.

10. Hatarozzuk meg az y=x2 és az y*=x gorbék altal hatarolt terii-
letet (19. 4bra)! Mindkét gorbe parabola, csak az y=x* parabola ten-

YA
4_._

7
I Fp 2 1T
1. I'= | —ax=—7 | ——dx=|7-In(I+x9)] =
5’ 1+Xx= 4 ‘;/ 1+x= L4 Jo -
1 1 1
= ?(ln 50—Inl1) = Zln 50 =~ 5 3,91 = 1,955 teriiletegység.

3 3
12. T = f(e"—l)2dx= f(e2"—2e"+l)dx=
2 2

ezx 3 eG e&
= |——2¢* = ——26343——4 22—
[2 e +x] > e’ + 2+ 3

2

410 52
N =220+ 3-42:7,4~2 = 20540+ 3-26+14,8—2 =

4 &

= — = g
&

19. abra

¥ x parabola tengelye az
bola egymast a P,(0; 0)

Y-tengely, mig az y*=x, isy=+
ly. Kénnyen beldthatd, hogy a két para
és P,(1; 1) pontban metszi, és az y= ¥x parabola [0; 1] intervallumhoz
tartozé ive az y=x® parabola ugyanazon intervallumhoz tartozd ive

3 3 =
13. T= f Yo —xidy = 3 f Vl—(%) dx. A feladatot helyette-
-3 -3
sitéssel oldjuk meg.
x . .
—3;—=s1nt; x = 3sint; dx = 3costdr.

A hatdrokat ¢, ill. £,-vel jeldljik.

felett van. Ezért
o 1 1 ~ s 3 e
T = f}/xdx—fxzdx= f(}/x—xz)dx=[?x2~~3—] =
4]
0 0 0

#2102 1 1 i
——xVx——— = ————0+40 = — teriiletegység.
1o 3 3 3

N
[\
+

tg t3
T=230 Vi _sinfr2costdr =9 [ costsds =
J 7T OLlL F IVUD F UL — T J VYUY | e —
t t
ta N
[ 1+4cos 2t 9 [ 9 [ sin 2t]!1
% dt-= H+ecos2t)dt = t+ .
2 2 J 21 2 ],
ty 1y

Most a kapott kifejezést visszaalakitjuk ugy, hogy a fiiggetlen valtozé
ismét x legyen.

.oXx . x x)?
t = arcsin —-; sm2t=2sintcost=2——VI— —1.
3 3 3

15 Integralszamitds

[
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Ezeket behelyettesitve:
9 r X x1

X
— larcsin—+—) 1—|— =
21 3 3! 315

T =

9 — _
= ?[arc sin 1+y0—arcsin(—1)+}0] =

9
= 3 (—”—+1) = 3 7~ 4,5.3,14 ~ 14,1 teriiletegység.

14. T = f ——dx =7 A gyokjel alatti mennyiséget helyette-
3
2 ye-xr
sitéssel alakitjuk at:

u=2-x; x=2—u; dx= —du

T = f ( du)——- u adu=——[ ]

_ syl - —sya=s) - -5y =3-370) -

°

3
= 3Y3 ~ 3.1,44 = 4,32 teriiletegység.

5
15. T= [ yxX¥¥8x+12dx = [ Yx*+8x+16—4dx =
1

o

Az 0j hatdrokat csak jel6ijuk:

g ug

et §

=4f"’ch2u—1du=2[shzu_ “
2 2 "
u

A Kkapott kifejezést x fliggvényévé alakitjuk vissza:

4 4y
sh2u—2shuchu—2x——+ x+4 -1; u—archx—+4.
2 2 2
x+4V x+4 x+4]°
T=2— | [—=| -1-arch 22| =
2 (2) A §

[x+41/ 1 x+ 42 (x+4 1/(x+4y 1
Y g Tl Ll ISR ol /N i Y |
L2 P12 2 "Tv2) Jh
9 7/81 9 q/81
=2 q‘,/—-i w8 1)-

z —&

25
2 -——1 ln(— |/_—1)]
77 5 21
YT s,y
[ e K B ESNEA
~2[9ss l(9+88 546 (5 46)] _
4 2 2J e ERarY | b
= 2(19,8—In8,9—5,75+1n 4,8) = 2(14,05—2,18+1,57) =

= 2(15,62—2,18) = 2.13,44 = 26,88 teriiletegység.

_ 5 5
.mldx rf  adx r

sJ X+ 6x+10 =§/ x’+6x+9+1=§’ 43041
1

~

. Mivel

Mivel ch®x—sh?x =1, és ebbbl ch?x—1 =sh?x, ezért a chu =

x+4
= > helyettesitéssel 1j fliiggvényt vezetiink be:

x=2chu—4; dx=2shudu.

N
=,

az integrandus T
u
juk be, és a hatarokat csak jeldljiik.
u=x+3; du=dx.
_ F* du _ us
T = f o = [arctgu]ul.

uy

15¢

alaku, ezért Gj valtozOként az u = x+3-at vezet-
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17. Legyen egy gorbe (parabola) paraméteres egyenletrendszere a
kovetkezd: x=>5¢t; y = 10¢+3¢2. Hatarozzuk meg a ,=0 és 7,=4 para-
méterértékekhez tartozd ordinatik, a gorbe ive és az X-tengely altal hata-
rolt teriilet mérdszamat (20. 4bra)!

YA
90
80
70+
80+ g
17
501 17,
V.
40t V/
| 7/
304
201
071
" N
2010 8| 10 20 A
20. abra

t,=0; X,=0; t;=4: X,=20
I. Megoldds:
Mivel x=5, ezért

4 4
T= [ 0r+3m)5de =5 [ (10t+3rt)dr =
[1] [i]

= 5[5¢24+13]5 = 5(80+64) = 720 teriiletegység.

II. Megoldds:

Kikiiszoboljiik a ¢ paramétert, vagyis meghatirozzuk y-t mint x figg-
vényét; ehhez kifejezziik t-t az egyik egyenletbdl és behelyettesitjiik a
masikba:

x 10x x2 3
t=—; =—+4+3 —=—x2+2x.
5P Y= s T s

N
N
0

o)

a
A

Il
o
&
=
b
[«
=
54
-

1l
(=
e
&
~

=4, akkor x;=20. Integriijuk tehit az

20
3 xz 20
T=f = x|dxy = | —4x2| =
; (25 " ]" [2s+x]

x 20 4 4009
= |x2|—+1 = 400 | — C— = i
[x (25+ )] (5 +1) s 720 teriiletegység.

0
Valéban a kétféle képpen kapott eredmény megegyezik. Ez természetes,

hiszen a gérbék és a hatdrok megegyeztek, csak a gorbék megadisi modja
nem.

18. 'A kor paraméteres egyenletrendszere, ha a kor sugarat r-rel, és
a sugédr X-tengellyel bezdrt szogét t-vel jeloljik:

X=rcost; y=rsint.

Hatarozzuk meg a negyedkér teriil ! é :
T

h=—, és 12=0.
2

21. 4bra

X

A hatarokat azért valasztottuk ilyen sorrendben, mert amig ¢ értéke
lz'—-tél 0-ig csokken, addig a r-nek megfeleld pont balr6l jobbra, vagyis

az ’X-'tengely pozitiv irdnyitdsdénak megfeleléen megy végig a gorbén,
tehdt igy lesz a szamitott teriilet elBjele pozitiv.

X=—rsinf.
0 [ n/2
T= frsint(—rsint)dt= f—r’sin’tdt= f r3sin® ¢ dr.
n/2 n/2 0
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1—cos2¢
Alkalmazzuk a sin®f = ————— azonosségot.
almazzuk a sin g
2
=2, o052 n/2
I=c
T= f r’——z—dt— —f (1—cos 2) dt =

(]

r sin 2¢ ]"”

= r*e
— | ——-0—-0+0] = — teriiletegység.
2 2 2[2 +] 2 erilletegyseg

L]
2.
A negyedkor terilete ?, tehat a teljes kor teriilete — eddigi ered-
ményeinkkel megegyezéen — rix.

19, Hatirozzuk meg adott ellipszisnegyed teriletét. A terilletet az
ellipszis paraméteres egyenletrendszere alapjin és a derékszogli koordi-

nétdkban adott egyenlet alapjén is meghatérozzuk.

I. Megoldds:

A 2a nagytengelyli és 2b Kistengelyii, origd kozéppontu ellipszis para=
méteres egyenletrendszere:

x=acost, y=bsint.

n
Itt ¢ a 22. 4bran lathaté szoget jelenti. Az integrdlds hatdrai: 5 és 0.

x=—asint.
0 0
[ bsint(—asint)dt = [ (—absin® r)dt =
=/2 ®[2
l b
1- 2t
= I' sint tdt = ab f —E—s—dt=
J J 2
0
ab sm2tl"” I ] abn
= |- - .

Eredményiinknek megfeleléen a teljes ellipszis terilete: abm.

II. Megoldas:
A 2a nagytengelyi és 2b kistengelyii ellipszis egyenlete:

x )t V x?
—t== 1 y= 1-—.
a’+b’ 1; ebbdl y=+b p

&N
W
<

¥

22. 4bra

Az ellipszisnegyed teriiletét megkapjuk, ha meghatdrozzuk az ellip-
szisiv X-tengely feletti, 0-t6l a-ig levO szakasza, valamint az X-tengely
kozotti teriiletet.

a
2
T= fb l/ 1-2 ax.
aﬂ
0

Az integrandusb6l helyettesitéssel a gyokot kikiiszoboljikk. Legyen

—=ysint, ebbbl x=asint és dx=acostdt. Az 4j hatarok: ha x=0,
a

. . ’ ”
akkor sin t=0 és t=0; ha x=a, akkor sint=1, é ¢ = -

r x= nl2
T=bfV1—-——dx=bf Y1=sin*t acos tdt =
a2
0

/2
1 2t
-abf cos’tdt—abf _—l—_c?s_drz

sin 2¢)~/2 abr
= — = —+0-0] = —,
ab [ 2 ] ab[ + ] 2

ebbol a teljes ellipszis teriilete: abr.

N
(g
—




AN ITnsfmncmiile enc o Nad eriltloaie smsoblials wolaeatoe
&V, rlatarozZzux mcg a INCi-ICIC SZCMiIKUUIKUS paraooia, valamint
i1 a

3

az X-tengely altal hatarolt teriletet, a f,=1, f,=

escten (Z23. abra).

vA

80
0r
60+
50+
40+
0+F
20F

10} P/
A 23,

Y L + r'd

Y

07 7 3 4 5 6 7 8 7 X

= 3--?— (YO’ -(/1)] = %(243— 1) = 290,4 teriiletegység.

A két — kiilonb6zé moédon kapott — eredmény tehdt valoban meg-
egyezik.

21. A hiperbola paraméteres egyenletrendszere: x=acht¢; y=bsh¢
(24. abra). Ugyanis az

A szemikubikus parabola egyenletrendszere x=at?, y=>bt3; legyen
most a=1 és b=3, ekkor

x=t2; y=3¢.

1. Megoldds:

x=2t.
3 3 6 2
T= f3t3-2tdt= f6t4dt= [?ﬁ] =
1 1 1
6-243 6 6 _ 1452 _
= —— = el = —— = 290U,4 (ETUICIEBYSEY
5 5 5 5 ’

1I. Megoldds:
Most kiisz6boljiik ki a ¢ paramétert, és oldjuk meg igy a feladatot!

3
x=1% y=3, t=Vx, éigy y=3x)"= 3"

Az integralas hatarait Ggy szdmitjuk ki, hogy az x=t® Osszefliggés-
ben ¢ helyébe 1-et, ill. 3-at helyettesitiink. Ha #,=1, akkor x;=1,¢és
ha #,=3, akkor x,=9.

N
[N
N

paraméteres kapcsolat kielégiti a hiperbola paraméteres egyenletrend-
szerét.

YA

20}t /

oy /7////////////2
/%////////////////
/ / ///% > 24 4bra
[/ 20 30 X

Hatédrozzuk meg a=3 és b=2 esetén a 1,=2 és 1,=3 paraméterértékek
kozé eso teriiletet:

ta 3 3
T= [ yxdt= [2shr-3shrdr=6 [ sh*rar.
2 2

131

N
w
w




X ch2r—1
Mivel sh?t = — ezért

L ]

S
r ch2r—1

r
T=62j —E———dt_32j (ch2t-1)dr =

h 2¢ 3 h 6 4 -
=3[s > -—t] = 3(5___3._%.;.2)_—_ 3(_sh_§_sh_4_1).

2 2 2

Hatdrozzuk meg a cikloisiv és az X-tengely ko6zotti teriilet szdm-
értékét, ha 1,=0 és t,=2x, vagyis a teljes iv alatti teriiletet keressiik.

T= fyfcd‘t= | 4(1—cos 1)4(1—cos t) dt =

T=3 =3——-1]2>386—-1) =

0 0

= 3.85 = 255 teriiletegység.

22, Az X-tengelyen csiszds nélkiil gordiilé kor keriiletének barmely
pontja cikloisivet ir le. A ciklois paraméteres egyenletrendszere a 25.
4bran lathaté médon kaphaté6 meg.

Legyen egy ciklois paraméteres egyenletrendszere:

x =4(t—sin?); y = 4(1—cost). (26. ébya.)

X=rt-rsint=ric-sint}
Y 4 Y= r-reost=r(f-cost)

PEOSE

> 25, 4
o _x rsint X dbra

rt _

|8
w
S

2z 2n
=16 [ (1—costydt =16 [ (1—2cos t+cos* £)dr =
0 0

o cos 2¢+1
=16 f (1—2cos :+—2—) dt =
0

16 [r—2sin sy SBH L]
= — 4 Sin —_ =
4 2 o

H 2‘ 3 £ 13 .
16[5": —25int+—;t] = 16(0—0-+3m—0+0—0) =
|2

4~ 3o

= 487 ~ 48-3,14 ~ 151 teriiietegység.

e = G ii Vi1OSS v‘vilv ASZITO1S Patraincicrcs :‘l‘ - - §
x=acos*t; y=asin®t (27. abra). (Az asztrois szimmetrikus az origora.)
Hatarozzuk meg az asztrois teriiletét!

A szimmetria miatt elegendd a negyed asztrois teriiletét meghatérozni,
ennck négyszerese a teljes asztrois teriilete. .

Legyen a=35 és t,=%—, ty=0.

x = 15cos? t(—sin¢) = —15 sin ¢ cos? £.
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mét  alkalmazzuk a  linearizdid formuiat, ugyanis cos? 2t =

X=a cos-’t}
y=asin’t

12 0
T= fy)Edt= szin3t(—15sintcoszt)dt=
123 7!/2

0
=-175 f sin®  cos? ¢t dt.
w2

Mindkét trigonometrikus tényezd paros hatvdnya lépett fel, ezért
a linearizalé formuldkat alkalmazhatjuk.

- {1—cos2t)\? - 2 1+cos 2¢
i = |——], ill. cos?t=—u-—
sin® ¢t l 3 c 2

r=7s "/2(1—c0321 2 1+cos 2t &t
- 6[ 2 ) 2

n/2
75
dt =+ f (1 = cos?26)(1 — cos 2¢)dt.
0

25 "lzl—cosz 2t 1—cos 2t
- f 4 2
0

7

N
(7%
(=2}

+-cos 41
J— +al.Le
= 5 , Cnat
/2
75 T+cos 4¢
T=— l—————)(1~cos2t)dt =
8 2
0
n/2
75 1 cos 41) a 2)d
=— —_— —cos2t)dt =
8 2 2
0
/2
75 1 cos4t cos 21+ cos 4f cos 2t d
= — — - t.
8 2 2 2 2
0
Az integrandusban két szdgfiiggvény szorzata van, czeket szog-
Osszegek szdgfiiggvényévé tudjuk alakitani az alabbi Osszefiiggés fei-
ha
il

Alkalmazzuk az el6bbi dsszefiiggést az integrandus megfelelo tagjara,
akkor

1
cos 4¢ cos 2f = 5 (cos 2¢+cos 6¢).

75 /2 1 cos4t cos2t cos2t+cos 6t
T=— — + dt =
8 2 2 2 4
0
/2
75 ( 1 cosd4t cos2t cos Gt] dr =
T8 gz 2 4 4 )
_75[t sindt sin2t sin 6t]"’ 2
~8l2 8 8 24 | R
_ 75 [n sin 2z sinn+sin 3n 0 5( =
gla 8 8 24 J 8 l4)
_Tsm 5314 reriil )
=3y N Ty 135 ter etegység.

A teljes asztrois teriilete tehat: 4.7,35 = 29,4 teriiletegység.
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Most olyan feiadatokat oldunk meg, amelyek eredményének
sségét eddigi ismereteink felhaszndlésadval konnyen ellen-

25. Hatérpzzuk meg az ellipszis teriiletét a szektorterillet integral-
képlete alapjan!
Az ellipszis paraméteres egyenletrendszere:

xX=acost; y=bsint.

24. Az origd kozéppontu és 7 sugaru KOr paraméteres egyenletrend-
szere:
X=rcost; y=rsint.

Hatarozzuk meg az r=>5 sugari korbe rajzolt 30°-os nyildsszogii kor-
cikk teriiletét (28. 4bra)!

YA

—__ ha paraméteres egyenletrendszere:

5
x=500$t
44 . y=5$fﬂt}
3
Y
_ "'A///////,/////////I, 28. dbra
0 1 2 3 4 5 X

x=5cost; y=>5sint. A hatirok: t,=0; t,=%.

x=—>5sint; y=5cost.

1 =/6 n/8
T=—ff (25cos* t+25sin* ) dt = -2—f lat =
0 0
25 .. 25 =
= lR" =77
Z PR

Ugyanezt kapjuk a korcikk teriiletképletével is, ugyanis:

A derivaltak:
X=—asint; y=bcost.

A hatarok (ha a teljes ellipszis teriletét akarjuk meghatarozni): 0
és 2. Most is ugy valasztjuk meg a hatirokat, hogy a paraméter nove-
kedésével a goérbeponthoz huzott sugir pozitiv (6ramutatd jarasaval
ellentétes) elfordulast végezzen.

26. Hatarozzuk meg a negvedasztrois teriiletét mint szektorterii

x=acos®t; y=asin®¢ (29. abra).

YA
A

Xx=q cos°t }
y=asin’t

J 7,

N,
V00000 0

PO,
,'1) - 29. dbra

Y
Cal

A derivaltak:
x=3acos? t(—sin t)= —3asin t cos? ¢;

y=3asin®tcos .

N
59
o




1 ~
T= -%— J’ (3a® cos* ¢ sin® 14 3a® sin* tcos?t)dt =
0
3a? 2
= — cos? £ sin? £ (cos? t+sin? t) dt =
3q? w2 N 3a? w2 14+cos2t 1—cos2t &t
= — costtsin® tdt = — =
osTrst 2 2 2
] ]
/2 n/2
3a? 3q? 1+cos 4¢
=—“—f (1—c0522t)dt=—f 1— dt =
8 8 2
o 0
3a? ?'/2 t=cos 4t - 32 't sin 4t =2 —
= 3 6’ 2 14 16 i 4 .
3a® (n 3a®
=—|——0]=—m.
16 \ 2 32

27. A lemniszkata cgyenlete:
T

r=alcos 2¢ (30. 4bra). Hatdrozzuk meg
¥

a lemniszkata ¢,= vy és ¢2=—4— polarszdgek kozé esb szektorteriiletét.

AN

Y

2

R
&

/ =X Vas7g
% -

30. abra
y=-X

Azért vilasztottuk ezt a két szdget, mert 2 _nél nagyobb szogel
get, mert —--nél nagyobb szogekre
TS S - 3
771:-1g , €5 ——4—-ne1 kisebb szogekre ~74—n-ig nincs értelmezve a fiigg-
vény.
T——l fzﬂd 1 ™ 2 a* fa
2 p = 3 f ac052¢d¢=? f cos2¢pdp =
P1 —7!/4 ""7!/4
a? [ sin 2¢p ]"/ 4 a? 7 n a? a?
=— = —|sin——sin] ——]| = — =—
21 2 Jn 4 2 [ 2]] g Ut ==

28. Egy logaritmikus spiralis polarkoordinatas egyenlete:

e%®

I
&)

[ ]ﬂ:/9 1 1
R — (27 /3 _ 0} A 09 .
3 3(e e)~3(2209 1) ~

0

1 ,1
3 G8,1-1) = 5 ~ 2,4 teriiletegység.

~
=~

'r"l
2 il
r=2e%
,-
’ . L : = 31. 4br
ot 2 K 4 5 X :

16 TIntegrilszamitas




torteriletet (33. 4bra)!

32. abra

n/4

02
zé_ f v d =—f [2(1 +cos o) dp =
1

n/4
Zf (1+2cos p+cos®p)dp =
0

’;!4 . 1+cos2p) |
| [i+2cosp+—F—|do =
v J

L

[

r———

2

sin 2¢ ~|"/‘
¢+2sino+

N|w

)
|5}

P Ay

i
[ sin 2~

2
+Zsm—+ -0]=

4

4
3 Y2 2
4 2

33. 4bra
r=3cos p +4

1 f 1
T=> f r3d¢=?f (3cos g+ 4y dp =
(1]

l n
7/‘ (9 cos? p+24cos p+16)dp =
0

Ivnn‘l

Vd
l +24cos¢+l6)d

Nlt--

I

4——+—Z ~ %-3,14+2~1,41+0,5 ~ 5,68 teriiletegység

—141+9'2 24 si "
—2 2¢ 4s1n ®+ sm¢]o =

_ 1 (41 = 2 9 2r 24si T
2 CRER smT+ s1n?—0) )
=~ 10,7 +0,97+ 10,4 = 22,07 teriiletegység.

16+
243




r \
=12,5 | —2+cos?gldp =
J {cos’¢p )
Tk 3
it 1 14+cos2
=125 f( 24 ‘”Jd<o=
aja V€SO : 2
[ 3 sin 2¢ }*/3
L 2 4 /4
2n .
sin — sin —
125 ¢ T 3 n+ 3 . 7z+3
B SN 4 8472 4 J
0,866 1)
~ 12,511,73—=1,57+ ’-4 _1+1,<.n,7gq_7 e

mx Troax ) Ssin® g e T,
31. Hatérozzuk meg az r=——— egyenletli cisszois p,=— é ¢;=
COS @ 4
b4 .
~ 3
vA
}
8 s
E
T i
]
61 H
%
5 -
H
4k y /74 '
H
f
i
1
{
I
f
e | e 34.4bra
4 5 x
' & 1 P o5sinty
T=— | rPdo=— | do =
2 J 2 J cos? @
?1 n/4
si 1—cos?
=12,5f ¢d=12,5f( P o =
2 052
/ nf
n/3
1—2 cos? ¢+ cos?
-125 | T dg =
n/4 ¢ ?
244

~ 3,85 teriiletegység.

2. Ivhossz-szamitas

Ha az A és B pontckkal hatarolt 4B vonaldarabba — példaul a
35. abran lathatéo modon — beirt poligon hosszanak van felsé
hatara, akkor a vonaldarabot rektifikalhatonak mondjuk és
a vonaldarab ivhossza ezen fels6 hatarral egyenl6.

y-l
NS
) AN

i 5 >X 35. 4bra




b
S = f v1+y,2dx

hatarozott integral adja meg.
Ha a gorbe paraméteres egyenletrendszerrel adott, akkor a

t, és t, paraméterértékeknek megfeleld pontok kozé esé gorbe-
darab ivhossza:

ta
s= [ V¥iyia.
1

ITa a oirha aavenlate nalidrkoordinitikkal adott. akkor a
Iia a gUILUV Vgyuililiv PUIALAUVIILGIWSAAGL Sy Shaanava
1 _ . _

¢ ]
(@13 1) és (g3 ry) pontok kdzé esd gorbedarab ivhossza:

vi
#1

~

#4
24
0+

84

\ 4.r
2l /

/
A

Py Py

» 30, abra

f 95 o
S=J yre4+reae.

/
/

/
/
I
|
|

|
|
|
|
[
l
!
1
[
[
[
!
1
1
{
%

1 I
2t 12 3 X

1

Gyakorl6 feladatok
1. Hatdrozzuk meg az y=x? fiiggvény gorbéjének az x,=1 és x;=4
abszcisszaji pontjai altal hatérolt ivének hossziisigét (36. 4bra)!

y=x% y=2x.

4
s= [Y1+ (2% dx =? Azintegrandust helyettesitéssel alakitjuk 4t:
1

jeldljiik, &s a visszaalakits utédn helyettesitink
Uy 1 1 om
= u—chudu=— h udu =
s V1+shu2c udu ch udu
uy u
ug ug
h2u+1 1
_1 [eh2utl du=——f(ch2u+1)du=
2 2 4
uy u
1 [sh2u uy 1
= + = —[shuchu+ul’® =
4 2 ]lll 4 [ ]“1

- %[zxvf—mx)war sh2:]t.

246

Tudjuk, hogy ar sh 2x = In [2x+V(2x)*+ 1], ezért
1 -
5= —4—[2x;/1+(zx)2+1n(2x+V(2x)=+1)]‘{ =

=—i—[2-4}/1+—64+ln(8+Vm—2}/m—ln(2+}’m -

= _i.[sV'6§+1n(8+V€§)—2V§—ln(2+V3)] ~

~ 0,25(8-8,05+1In 16,05-2-2,24—1In 4,24) ~
~ 0,25(64.4+2.78 — 4,48 —1,45) = 0,25(67.18—5,93) =
= 0,25-61,25 ~ 15,31 hosszusagegység.

2. Hatarozzuk meg az y=ch x fiiggvény-gorbe x;=0 és x;=3 absz-
i 1

& pontiai 4l "
y=chx; y=shux.
3 3
s= f}’l+sh’xdx= fchxdx:[shx]' =
0 0

=~ 10 hossziisigegység.

[\ ]

<~




QY

~N

)

A
'
Con
+
'~

L 1 [ 37. &
=57 r— a—>-X abra

3. Hatarozzuk meg az y=.xT fiiggvény gorbéjének az x;=2 és x,=4
abszcissz4ji pontjai altal hatérolt ivének hosszisagat (38. dbra)!

] e
~
w

)

2 4 .
8 9 V| 8 (,— V 11)?
= —l/ 1+= =—ly1iee -V 1|—=| | =
[27 ( 4"]]2 27(V (2])
L J— 8 150,4
~ — (Y1000—-V166,4) ~ — (31,7—12,9) = ~
27(V 4 27( %) 27

a2 5,56 hosszisigegység.

N
5

4. Hatarozzuk meg az x*+3* = 25 kOr ivének hosszat az x,=0 és
x,=15 abszcisszaju pontok éltal hatarolt szakasz felett (tehat az 5 sugara
negyedkor keriiletét) (39. 4bra).

¥ =25-x% y=V25-x

1 -1 —x
V=—25-x%) *(-2%) = ———.
2 Y252
YA
5"‘—‘
\ y=/25~——?—
0 5_ >)(- 39, 4dbra




Az Gj hatdrok x,=2, ezért t,=V5; és x,=6, ezért t,=V37.

1§1/ x 1351/25—,1:2—!-,):7

s=JI!/I+D__d,\=JI!/ — dx = 5 i =

o 2T o X ,-37 -tdt /A L ML B

5= —_— dr= ——dr=

5 5 ] 5 5 -, }/tz—l}/t’—l -I 12—1 -! t2—1

':f_:dx':—f———.—_dx= ﬁ ﬁ }/5
: Y25 —x° 34 1_(i)2 V&
5 = f 1+ dt
(s
. xP . . ¥s
= [5 arc sin ~] = S(arcsin1—arcsin0) =
54 Mivel |#]>1, ezért
n b 1 — _
=5 [?—O] =5 hosszisagegység. 5= [t—\ln t—1)e7 _ Y37 —1n ¥37-1 —V5+1n ¥5-1 ~
t+1}ys ¥37+1 Y5+1
Ez valoban az 5 egység sugart negyedkor ive. 51 1.24
5. Hatdrozzuk meg az y=in x fiiggvény ivének hosszit az x,=2 és e 6’}_1‘17_1-_2’24-"'}‘-'1 >
X;=6 abszcisszaji pontok aital hatarolt szakaszon (40. 4bra)! o o

1 z i = — ’ — ’ =

y=1lnx;—y—=—-: ~ 3,86—-1,63+1,96+0,215—1,17 = 3,23 hosszusédgegység.

6. Hatdrozzuk meg az y=e*fiiggvény gorbéje x,=0 és x,=3 abszcisz-

x
6]/ I 6]/x2+1 S YTl Z4jii pontjai altal hatérolt ivének hosszat (41. dbra)!
s=f 1+de=f 2 dx=f 1o sZ4ji pontjai 4 olt ivének hosszat (41. dbra)!
x2 x x
2 2 2

3
y=e€; y=e; s= [T+ dx
1]

|

Helyettesitést alkalmazunk: x2+1 = ¢2; igy

L 1
2 2

- 1 -
x=Ve*—1=(2-1)%, ebbdl dx=?(t3——l) 2tdt =

_ tdt

!/tz_

b
.

2..
74
+ + $ + A f—Jpma
o /1 2 & 4 5§ 6 7 8 X
11 40. abra : 3 41, 4dbra
2 3 4 X

N

(9

(=
N
)
[




1. 20-1 -1 [y
Iiyen alaku integrandusra altalanos eljarast nem ismeriink; mivel azon. ~ 20+—In—— V Z2——in V% 1 ~
MMW u = ch u, a kdvetkezd helyettesitéssel probal- <« <l “  y2+1
dx 1
kozunk: legyen e*=sh u, vagyis x=Inshu és T s—n;Ch u, amibdl - 1 ] 1 1041 1 19.2.41
x~20+—In-——-—1,41——1n = 18,59 In T~
chu 2 21 2 2, t3 2 21.0,41
dx=—h— du.
shu
. » 2 o gasgses i 1 l 8
Az 0j hatarokat egyelore csak jeloljik. Igy ~ 18,59+? In5,3 ~ = 18,59+0,84 =
ch?u shtu+1 N P
s = f sha f shu du = f shut——rjau = =19,43 hosszlsagegység
uy uy
o 7. Hatarozzuk meg az y=Insin x fiiggvény gorbéje x,=— és xz—l
= f shudu+ f ———du abszcisszak altal hatarolt ivének hosszisagat (42. dbra).
uy
A masodik tag integrilja 2 N T Toos N
s= | Vity2de= | V14l | ax =
ug 1 73 4 J J T {sinx )
r ——du = l' I du— /6 /6
.I snu 2 h Uu h /1 nllz 712
1y 4y sh — ch — cos? in2 2
2 = f Vl+ . dx = VSln x.+cos IX =
. ot sin? aft sin® x
2
1 2
- /2
2 K
2 p—
ch 2 u | ju2 - f sinx dx.
= du []n th . /6
th— 2
Uy
igy az eredeti integral YA
" J I A
s T S I | 6 4 2 .
| oy eu=jepurinjih—=ri| = 7 Py - " T
v Sni L | “ |Juy Y [75) / 19 ~<& A
1
ryh =1 Ysh2u+1—17%
sh?u+1+—1In = 1
l 2 Ysh®u+1+1 ]y -5 /
— 1 Ve +1-1]?
Ye*+1+—In ] = =In si
[ 2 yYex+1+1], -1} y=lnsinx
Nt | fFEI-1 42. dbra
ef+1-1 +1-
= l/e‘+1+——1n ~Ve*+1——1In
2 Ye+1+1 Ve +1+1
253
252




%3 A
2tg — cOs® —
(=4

. . X P4
smx=2sm—cos——=~————=
2 2 L Xx x
sm’—2—+cos’—~

2
2tg—
£3 2 yarctes
= = ; x=2arctgt;
g X 1422’ ’
sin® —
2
+1
cos? —
dax i 2
tehdt — =2 & dx = dt;
dt 142 + 12

T b4
ha x = —, akkor ¢ = tg— = tg15° =~ 0,268,
= ? T
h 7, akkor = tg— = tg45° = 1
= — or = —_— = = .
a x D) g 2 g
Igy
tg 45° tg 45°
142 2 dt )
s = . dt = f — = [In [tl]:ﬁg: ~ [ln»t.](],’%s,=
2t 14122 ’
tg 15° tg 15°
2,68 _

=1n1-In0,268 = —1n 0,268 = —In T

~ | T S S

1_ 1n 1_ A O Lo B n Oor 1 214 = L L _
= 1N 1V—II 4,00 =~ 4,0 —VY,700 = 1,314 NOSSZUSAECEYSCE.

8. Hatirozzuk meg az y=In (x2—1) figgvény x,=2 és x,=4 abszcisz-
sz4ju pontjai altal hatarolt ivének hosszsagat (43. 4bra)! (Az integrandus

értelmezési tartomanya | x| > 1, tehat értelmezve van az egeész integralask
intervallumban.)

4
s= [ Vi+y*dx.
2

y=h(x*-1); y = «2x.

x2—1

N
W
H

YA
3t . 2 _—
JEmx =
/
2-
ni
. : o 43.4bra
0 t ] 2 3 4 X
4 4 —
R VO Y b T b
§= i,’ y l+t..z_1\z ax = ’ V 72 1\2 ax =
3 X" —1j 5 {(x*—1)
4 a4 4
_p VxA42e2 41 . r'x‘~'+1d p’xz—1+7d
J T F ) et ) e e

=2+In5-In9 =~ 2+1,61-2,2 =

= 1,41 hosszisidgegység.

Most paraméteres alakban adott fiiggvények ivhosszénak

kiszdmitasaval foglalkozunk.




9. Hatarozzuk meg a ciklois ivhosszat (44. dbra)! A ciklois paramé-
teres egyenletrendszere:

x=a(t—sint); y=a(l—cost).

X=0(t-sint)
Y=a(1-cost) J

Y

A_derivaltak és négyzetdsszegiik:
=4 £=4

10. Hatarozzuk meg a negyedkor ivének hosszat (45

x=a(l—=cost); y=asint

2+ y? = a®(1—2 cos t+cos? t)+a? sin 2t =

a®—2a?cos t+a® cos® t+a®sin® t = 2a%(1 —cos t).

A hatarok: 0 és 2z (ugyanis ¢ a kornek radidnban mért elfordulasi
sz0ge).
2n

2n
s= [ Y2@8(—cosr)dt = ay2 [ Y1—costar.
0 [y

Az integrandust atalakitjuk, ugyanis

1—cost Lt .
. aim?® waoeria 1 ~me £ M ol
"**'—;—— = Diir T, vagyrn 1—LUd1 = 43l

PQIN

2n 2r —
_ S _ Lt
s=a}/2f Vl—-costdr:a}/Zf VZsmz?dt=
0

0
t
2n , oS — 2r .
=2af sin—dt =2a | — =
2 1
0 > lo

~4a(cos t—cos 0) = —4a(—1—1) = 8a.

[%]
[
(2

. abra).
A kor paraméteres egyenletrendszere:
x=rcost; y=rsint.
X3+ 2 = [r(—sin 1)]2+(r cos £)? = r2.
x2 n/2 £l .
s = f Vridt= f rdt = [rt]ld =r—.
0 0 2
YA
|
/( ‘ yf/”Slﬁf
AN | .
X=rcost X
\ /
45, abra

Valéban! A kordn ivhosszat ugy szamitunk ki, hogy a kozép-
ponti szoget [esetiinkben (7/2)] szorozzuk a kdr sugaraval.

11. Hatarozzuk meg a kovetkezd egyenletrendszerrel adott asztrois

t,=0 és tg—‘% paraméterértékekhez tartozé pontjai 4ltal hatarolt ivének
hosszat (46. dbra).

x=5cos3¢t; y=S5sindt.

A derivaltak négyzetOsszege:
x = 15cos? t(—sint) = —15cos? fsin ¢;
y=15sin? ¢t cos .
i7 Integraiszamitas
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o
(=)
i
o
~

Az Yji

x=2t }
y=3t*

1

7 3 4 5 6 7 & 9 W X

integralasi hatarokat csak jelezziik:

—>» 47, 4bra

A— | 2 &
s=2 ] Y1+sh®u—chudu=— ] ch®udu.
J 3 3J

x2+y? = 225 (sin? # cos* ¢+sin® f cos? ) =
= 225 sin? ¢ cos? t(cos? t+sin? t) = 225 sin? 7 cos? ¢.
/3 n/3

s = f }’225sin’tcosztdt=15f sin ¢ cos tdt =
0 0

s [sin’t 5 15 (sin’ 7 ao) = sl
== —_— — — SIN b o =

2 Jo 2 3 4
7,5:0,75 = 5,625.

PRL A

th

12. Hatdrozzuk meg az x=2t; y=3t? paraméteres egyenletrendszerrel
adott parabola f,=2 és 7,=35 paraméterértékekhez tartoz6 pontjai altal
hatarolt ivének hosszat (47. dbra).

Mivel

“1

ch?u =

2

s=—

3

1+ch2u

"’1+ch2u
2

u

“1

, ezért

f(1+ch2u)du— —[

Visszahelyettesitjik a ¢ valtoz6t:

u = arsh 3t = In (3¢ + Y972 +1);

sh 2u _

2shuchu

2

2

sh 2u

)

[in(Gr+y9r2+ 1)+ 3t V14923 =

us

uy

=shuchu = shuV1+sh*u = 3tY1+9¢2.

5 5 5
s= [V@+ydt= [Va+36rdi=2 [ Y19 dr.
2 2 2

Az integralt helyettesitéssel alakitjuk 4t.
1 1
Legyen 3t=sh u; vagyis t=? sh u; ekkor dt=? ch u du.

N
w
o0

17¢
LY

ul;—n wl»—n u]»— u|»—-‘

[In(15+¥226)+15Y226—In(6+¥37)— 6 37]~

12

(In 30+225—-1n 12— 36) = 3 (ln +189)

(0,92+189) =

~ 63,31 hosszlsigegység.

189,92
3

259




13, Hatarozzuk meg az x=t%; y=2¢° paraméteres egyenietii Neil-féle
mikubikus parabola #;=1 és t,=3 paraméterértékekkel adott pontjai
kozé esb ivének hosszAit (48. 4bra)!

Y
30t

70F
8of
S0t
e
oy
0t
0r

-t

1 72 3 4 5
ol 12 3 4 &

{

O
|
s3]

w
S

‘!

3

&
&
[+
[«
L
A

x=2t; p=61>

YA
/
/
2
x=/2 t? }
1t y=2-t

49. 4dbra

3 3 3
s= [V&#+rdi= [Vart36ridr = [ 2Y1+9¢ dr =
1 1 1
3
1 1 FRERT
=—f181}'1+9t’dt=—[(l+9r')‘-__] -
9 2 9 3],

2 Aol = 2 (8275
= 2—7[V(1+9: PR = 27(82}/82 10Y10) ~

14. Egy parabola paraméteres egyenletrendszere :

x=V2¢3 p—2_3¢
bt Liadd 7

Hatirozzuk meg a #,=1 &s 7,=3 paraméterértékekhez tartoz6 pontjai altal
hatérolt iv hosszat (49. 4dbra)!
x=2Y2¢ y=-1

3 3
s= V@457 at= [V8r+1dr
1 1

260

1 ch
=—shu és dr= —_Edu.

¥8

Az ivhossz:

8

1 &
=———_—fch’udu=
8“l

2

1 [sh2u ]U:
— +uj .
2y8 L 2 ™

Az eredeti ¢ vaitozét visszahelyetiesitve:

sh 2u

=shuchu=y8tY83+1;

u=arshy8¢=mn(y8 +y8r3+1).

5= ;}gw‘é;ymm(ﬁ; +/8 )l =

- zLﬁ [3Y8 Y73 +1n (3Y8+VT)- V89— (Y8+Y9)] ~

[
-




NT[3 +2,83-8,55+In(3-2,83+8,55)—-8,5—In (2.83+3)] ~

A t=shu helyettesitéssel, figyelembe véve, hogy ekkor dt=chu du,
2Y3  p—
s= [ Vs achudi=| ctudu=
" 1
17,05 o 2““ Sh 2]

~ ——[64,1+In ~—— (64,1 +1n 2,92) =~ = f T2 i ™

2y8 583) 2y8 "

1 5,17

~ (64,1+1,07)  —— =~ 11,5 hosszasdgegység. M

213 5,65 sh 2u

=shuchu=tyr*+1, és u=arsht = In(t+yYr2+1),
15. Hatdrozzuk meg az alibbi paraméteres egyenletrendszerrel adott

. n ezért
figgvény goérbéjének a t, = - és ty = i paraméterértékekhez tartoz6 -

1. ——,"f
nontok Lz ask fudnal hacerickoks 180 ; N1 s=—0Vo+1+ln(t+¥e J: =
POLICK X0ZC €50 1VincK nOSSZUSagat (OU. avia): 2 <
~ r Y s N
x=tsint; y=tcost. 1[zy/n T 1/7t zy~ . 1T *r .
=—|—V —+I+in|—Fy =+1)=""y 217G V1 11
X =sint+tcost; y=cost—tsint. AR ° 7 v
Behelyettesitve a—Z— =~ 1,05 és % ~ 0,785 kozelitd értékeket, a keresett
YA x=Esint fvhossz: '
y=tcost 1 S —_—
Py 7[1,05 Y1,05+1+In(1,05+Y1,05+1)—
—0,785Y0,785+1—1n(0,785+Y0,785* + )] ~
4 ]
5 % % 50. dbra ~ 0,5[1,05YT,1+1+In(1,05+Y1,1+1) -
i .2 e am . . - P TS 1_1_(1\-10:.1/1\");1]]:
A Kkét derivait négyzetdsszege —0,78570,62 1 —1m\W,/00 T 7 V0= 2/
X438 = (sin £+ cos 1)+ (cos 1— ¢ sin 1) =0,5[1,05¥/21 ; ,1)—0,785Y1,62
= sin® #+2¢sin ¢ cos £+ 1% cos® t+cos? t—2¢ sin £ cos t+£2sin? £ = —~1n(0,785+¥1,62)] ~ 0,5(1,52+1n 2,5—0,996 —In 2,055) =
=1+ ”s
x/3 xs =05 (0,524+1n2 (;55] ~0,5(0,524+1n1,22)~0,5(0,524+0,2)
]1 VE+rdt= [ Y1+etar. ’
=/4 z/4

= 0,362 hosszusigegység.
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16. Hatdrozzuk meg az archimedesi spiralis ivhosszit a ¢,=0, g,=1
hatfenl L2 2tis £681 XL __\1 ’
HaiaiUx UlL \J1. avI1a):

s

Legyen a= 10, vagyis r=10¢; akkor

f———

1 1 1
s= fl/r’+i" dp = f}'a'¢’+a’d¢=a f Yé*+1dp.
0 ) 0

A gyokijel alatti mennyiséget helyettesitéssel alakitjuk 4t.

"}

3
s = Jr yr*+* dp = 1,14.10 = 11,4 hosszisdgegyseég.
[

17. Hatdrozzuk meg az r=2¢® ¢ egyenletii logaritmikus spiralis ivhosz-
n
szit, ha 0= ¢§? (52. 4bra).

VAR R
/ /
A/
A4
VAP 4
7 1 3  51. 4bra

X

Legyen g=sh t; ekkor @*+1 = sh®t+1 = ch?¢, és dp=ch 1 dt.
A hatérok kiszamitdsa: ha ¢,=0, akkor #,=0; ha p,=1, akkor

eft—eg s
1=shs, = — 2efs; 2eM = M1; €M) -,
2+V4+4  2+2Y2 -
el = }/ = + V = 1:}:}/2; t; = 0,88.
2 2
€'* = 1-Y2 a valés szdmok korében nem oldhat6 meg. Tehat
0,88 088 . . A oo
[ chys [ chertl,  |shz 1%
J bt
0
(
1
8-5s 5,8—0,172
~a|l———+044| ~a (’—;—+0,44] =
8 8
5,628
=q +0,44) = a(0,7035+0,44) = 1,1435g ~ 1,14a.

5k
4t
S .
// /n=2e"%
2 a4
a4
> ’3-'2 e 52 dbra

r=2¢**; r=6e*".
=/6 =/6 =/6
s= [ VP+iAdp= [ V136 dp= [ V20e**dp =
0 0 0
=/6 3¢ % }IE =
—_ —f e r
—v® [ erdp = VB[] <L~
0 L7 Jo -

40 6,32
~—(e""-1) ~ —(48-1) =~ 8.
9 9

(4
18. Hatdrozzuk meg adott hiperbolikus spiralis ¢, = -; és g,= > polar-

szogek 4ltal hatdrolt ivének hosszisdgat (53. 4bra)! A hiperbolikus spirdlis )
poldrkoordinitas egyenlete:
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(7 1/ (=Y .

uaarsh7 = lnl-i—+V (—2—) +1J P9

~ In(1,57+V1,572+1) ~ In(1,57+¥3,46) ~

=~ In(1,57+1,86) = In 3,43 ~ 1,23.
Az u-ra kapott értékeket behelyettesitjiik :

s = S[u—cth uly:3} = 5(1,23—cth 1,230, ,91 +cth ¢,91).
Tovébbi részletszamitasok :

elh3 4 o= 1,38 3 42+0,292 3,712

cth1,23=—— " ~1,19;

B —_e L8 340,292 3,128 -

€991 1 p—0,91 2 4840 404—2,884—
Cth 0,91 = ~ 1,38,

5
B
4<h
/A
Z 53. 4b
7 i Y . Ta
NI/ 4 X
2
A Pyt T
s= | Vr+idp=5 | |+ do=
A N e
"o nie
nf[2
T —
= —_— Q.
2
=/3 ¢

Legyen ¢= =sh u; tekintetbe véve, hogy dp=ch u du (arrdl, hogy a hata-
rokat is é.tszé.mltjuk—e u-ra, vagy pedig v1sszahelyett¢mtjuk a ¢ valtoz6t,
késébb dontiink), az ivhossz:

}’sh’u+l sh’u+1 _
s=5 [ g —chudu= sf -

u
ug 1
=35 f [ e u) du = 5[u—cthu]::.

1

T

Behelyettesitjiik a hatdrokat: ha ¢,=—, akkor

w

i e0m 3 480,404 2,076
s = 5(0,32—-1,19+1,38) = 5(1,70—1,19) = 2,55 hossziiségegység.

19. Hatérozzuk meg az r=2(1+cos ¢) egyenletdi kardioid @,=0 és
?s =% polarszogekhez tartozé pontok &ltal hatérolt ivének hosszat
(54. 4bra)!

r=2(1+cos ¢); F=—2sing.

u, =arsho = In(p+Yo? ¢’ +1) =

S
= 1n(—"5+]/[%) +1) ~ In(1,05+ V1,054 1) ~

~ I (1,05+¥T,1+1) = In(1,05+72,1) ~

~ In(1,05+1,45) = In2,5 =~ 0,91,

(%]
[+
(=)

VA
A
T r=2(1rcos p)

A
)4
14

A ri 1

sy 4 ébm




Elészor az integrandus gyokjel alatti részét hatdrozzuk meg:

47t = RAFcos )P F(—2sin ¢)* =

Ha a forgastengely az Y-tengely é a szakasz végpontja
— y =5 S ' -

F) AAROCL QIGSL 2TISLLLIS

= 4(I1+2 cos p+cos® p)+4sin* g = \

= 4+8 cos p+4cos? p+4sin? ¢ = 8(1+cos ¢).
n/2

n/2 o -
s=f Yrr+itde = f Y8(1 +cos p)dp =
0 0
n/2

=2}/5f Y1 +cos ¢ dp.
0

Mivel 2 ch? % = 1+cos ¢, ezért

y=A és y=B, akkor a palést felszine
rB
F,(4,B)=2n | xVi+x*dy,

A

ahol x az y=f(x) fiiggvény inverze, vagyis x=1"4y)=g(»),
. , dx

valamint x =E (55. abra).

YA

x y=rx)
- N

L nz
s=2V2 | V2cht—dp=4] ch—-dp=
YJd T 2 J 2%
0 0
e 7 et —e ¢ =
=8 fsh—| =8sh—=38 =4(et—e =
21 4 2

1
~ 4(e"75— e~ ") x4 (2,19—51—9) ~ 6,936 hosszisigegység.

3. Forgistestek felszine

Csak olyan feliiletek felszinének meghatarozasaval foglalko-
zunk, amelyek valamilyen folytonos y= f(x) gbrbe X-tengely
korili forgatasaval vagy x=g(y) gorbe Y-tengely koriili for-

.
gatdsaval keletkeznek.

Ha egy folytonos fiiggvény gorbéje valamely [a, b] szakaszon

rektifikalhatd, akkor az X-, ill. Y-tengely krtili forgatasaval kap-
haté forgasfeliiletnek (vagyis a forgastest palastjanak) a felszine

is meghatarozhato.

Ha az y=f(x) fiiggvény gorbéjének X-tengely koriili forga-
tasaval keletkezd forgastest paldstjanak felszinét akarjuk kisza-
mitani az a, b hatarok kozott, akkor az alabbi hatarozott integ-
ral értékeként kapjuk meg:

b
F.(a,b)=2n [ y/T+ydx.

[ 3]
N
o0

55. 4bra

>

Ha a fiiggvény paraméteres alakban adott, akkor a ¢, és 1,
paramt?_tefe_knek megfeleléd pontok alfal hatarolt gorbe X-ten-
gely koriili forgatasabol adédé forgéstest palastjanak felszine

Felti, 19 =2n [ y()Vx

n

Gyakorlo feladatok

1. Hatirozzuk meg az y = ¥25— x? félkor forgatdsaval keletkezd gomb
felszinét (56. 4bra)! Az integralds hatdrai —5 és S. 8

X
Y25—-x* '

1 -1
y = "2—(25—.76’) T(=2x) =—

N
[=.)
\C




5 _— ———x’
F=2n f}/25—x2V1+25_xzdx=

-5

5
=2r [ V25— +x*dx = 10z[x]>s = 100z teriiletegység.
-5

Az r=35 egység sugarti gomb felszine valéban F=4r*z=100x.

B2l fancatfanl-nes

-{tEng }y KOruI: 10rgawadaxor
v két végpontjinak absz-

2. Hatarozzuk meg az y=2‘y’ x parabola X
keletkezd forgasi paraboioid feiszinét, ha az
cisszaja 0 és 4 (57. abra)!

-1 1
Y=x %=—;
4

az integrandus
I - 1 _—
yW1+y? =2Vx I/ 1+— = 2Vx+1.
X

270

A forgasfeluilet felszine:

3

4 4 1 2

1 +1
F=2r [2Vx+1ldx=4n [ (x+1)%dx=4n Latll
0 [}

4

3

2 L
el - )
8.3,14
3

8x —
= —3-(5 V5-1) ~ (5-2,24—1) ~ 85,5 teriiletegység.

) ) x2 oy _ e .,
3. Hatarozzuk meg az —9_+71— = 1 ellipszis x;=0; x,=3 abszcisszaju

pontjai altal hatarolt ivének X-tengely korili forgatdsakor keletkezd for-

gasfelalet felszinét!
Eloszo6r az implicit alakban adott fiiggvényt explicit alakra hozzuk:

y:= 4(1—12 = i(9—x“’);
9 9

2
y=t7 Y9—=x2
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Az X-tengely feletti ellipszisiv egyeniete:

F= T'O 844+ 922 —0| ~ 25,2(0,844+0,495) =
51\

> ’ ’

2- n
Y= ?V .
A derivalt
21 -1 —2x
Y= O-x) T (2= ———.
3.2 3Y9—x2
A felszin
F—2f2V9 ) [ .
- ¥V 50—
)
3
=4_37_zf 9—x’+—-—x’dx— V9———x’dx—
38 /r Vr-—;
=47 ’r]y i— j dx
. 9

A feliletdarab felszine tehat 33,8 teriiletegység.

4. Hatarozzuk meg az y=ch x fiiggvény 0=x=3 abszcisszdkkal meg-

hatérozott ivénck X-tengely korili forgatésakor keletkezd fotgdstest pa-
l4stjanak felszinét!

y=chx; y'=shx.
3 - 3
F=27rfchx}/1+sh2xdx=2nfch”x dx =
0 0

ch2x+1 sh2x T°
=2nf———dx=7z +x| =
; 2 2 .

RS ~ -

.. 400——
sh6 f—et 400

x . . 9 | 9
Legyen Y = sin u, vagyis x = —sinu; dx = — cos u du.

Vs
Az 4j hatarokat u,-gyel, ill. u,-vel jeloljik.

R 36n [
F=47tfVl—sinzu—_—cosudu=—_fcoszudu=
b Vs 5.

36n ° 1+cos2u 181:[ sin2u]uz
o flveosau, Bl
Vs 2 Vs 2

L a1 .. L. .. AL XL vt o~
Kiszamitjuk &, &s i, értékét, majd beh

uy

ha x, = 0, akkor u, = arc sin—o——x, =

, 2 , 2
Lo ] 4
£ e

7

Vs 2,24
ha x, = 3, akkor u, = arcsin — =~

~arc sin 0,75~48,5-0,0174~0,844 (radidn).

sin 2u, =sin 0=0;

sin 2u, = sin 2-48,5° = sin 97° = sin 83° = 0,99.

(&)
~
N

=~ 3,14-103 ~ 324.
A felszin tehat 324 teriiletegység.

5._Hatérozzuk meg az y=3x® parabola x;=0 és x,=35 abszcisszdji

pontjai altal hatdrolt ivének az X-tengely koriili forgatisakor keletkez6
feliilet felszinét!

y=3x%; y'=9x%

5 5
F=2n [ yVi+)%dx=2n f 33V T+ 81xt dr.
0

Az integrandus 4talakithaté ugy, hogy a gyokods tényezd szorzbdja

pen a gyokjel alatti kifejezés derivaltja legyen, tehat f™(x)f’(x) alakava:

33243
F=27zf—q Y Y1¥8idtdx =
0

3 27y

324x5(1 + 8164 T dx = TP L

1osf (1+81x4) 7 dx [(l+8x‘) 3L

3,14-11,4-108

N [OX] = — (2258 —0) ~ e 2T
81[(x)]° 81( ) a1

~4,42.10° terilletegység.

Foal et e _r.r
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=4 ordinatdju pontjai

tirozzuk meg az y=x? parabola y,=0¢és y
altal hatérolt fvének az Y-tengely korili .fvrgatés val keletkezé forgds-
felszintt - - -
a - >

~mint az y fuggvényét, ugyanis

4
F, =2z [ x()VT+x7(G) dy.
0
, -, dx 1 —_;_ 1
Mivel y =% ezért x = Vy; X' = —=—» *=——=

Megjegyzés: Az y=x* filiggvény inverz kapcsolatban
x=+Vy. A fiiggvény kétértékli és szimmetrikus az Y-ten-
gelyre. Mi most a pozitiv X-tengely felettl ivet forgatjuk az

2y~ Aval 11181

Y-tengely koriil, ennek egyenlete x =} /y. Ha a negativ X-ten-

.. r .o

4 I3

lenne, és a felszin szame ;
ennek abszolit értéke lenne a keresett felszin.

4 4 -
m]/ 1 1

F. =27zf}/y 1+-—dy=27zf'/y+—dy=
¥ : 4y : 4

3 §4
b+3)
1 JE—

4 1 Td \ y 2 ~
=27t‘f(y+7 ly =2n 3 =

- | 2
| 8

7. Hatdrozzuk meg az y=x* parabola x,=0 és x;=4 abszcisszdji
vontjai 4ltal hatérolt ivének az X-tengely korili forgatdséval keletkezd
— forgasfeliletét!
— ’
y=x%; y'=2x
4 4
S —
F.=2=n f yV1+y2dx = 2z fx’}’l+4x'dx.
0 0

A gyokés tényezot raciondlissa alakithatjuk, ha a 2x=sh u helyettesi-
h 1
tést hasznaljuk: legyen x=—s—2—u; ekkor dx=?ch udu és

“WE-VE
= 3 | 8 AN 4 7 Y 4 73
A misodik tag értéke az els6hdz képest kicsi, valamint figyelembe véve,

- hogy |/ (17:—)3 ~ V76 ~ 8,7 a keresett felszin:

47-8,7

y

~ 36,5 teriiletegység.

]
o+

16J ° ") 2 *T3;
Uy

Most kiszdmithatjuk az u;, és u, hatirok értékét: sh u=2x, tehit u=
=arsh2x = In 2x+}4x*+1); ha x=0, akkor u=In1=0, ha x=4,
akkor u = In (8+¥65).

Tehat
nle 4 Juz wle*™—e ™  Tin(s+Ves)
':':|——14| =:| = —ul ~
321 8 Ju, 321 3 Jo
(16t
n [ett—e 4 Inie g 16 164 1 !
r = — —~In16———+0
2| s "]o 2 8 oy

16* 3 16 In16
l —ln16J= I .
166 32

~7162=256n~ 805 teriiletegység.

[ 8]
3
ta




YA X=a(t=sint)
Y= a(1-cost)
20

58. dbra

A ciklois paraméteres egyenletrendszere:
x =a(t—sint); y = a(l—cost);
x=a(l=cost); y=asint;

x2+y® = a*(1—2cos t+cos3t)+adsind ¢ =

= a®—2a%cos t+a®(cos® £+sin¥ f) = 2a%—2a%cos t =

8.-Hatércm‘1k meg az y=In x fiaggvény y1=:1 és y,=2 ordinitaja
pontjai 4ltal hatérolt ivének az Y-tengely korili forgatdsival keletkezd
uletét!
y=Inx; x=¢".
2 d
—_ X
F,=2=n fx}ll +x'3dy, ahol x=¢" é x' = — = ¢°.
1 dy
2 e —t——
F, =2z [ eVi+e™ dy.
1
Legyen €*=sh u, akkor e* dy=ch u du.
Ua ug
F,=2z | Vid+sh®uchudu = 2x _,r ch?udu =
U uy
i3 uy 3 I
r" ch2u-t-1 r sh 2u uz
=27zj —-————-du=1tj (ch2u+Ddu== +ul -
2 [ 2 du
Uy u

A hatarokat fejezziik ki u-ban! Mivel e¥=shu, ezért u=arshe’=

=In(e"+Ve™+1); »=1, tehit u, = In(e+Ve?+1) » 1In (2,72+2,9) =
=In 5,62~1,73 és y,=2, vagyis

uy = n (B8 +Ve+1) » n(7,44V52+1) ~ In(7,4+7,3) ~ 2,69.

e’u_e°lu 3,69
P el

11,78

{538 — o= 5138 JENTIpR W11 \
= +2,69 — -1,73
o O 7 )=
218 —0,0046 32-0,0313
W (——4—-’—-{-2,69-'——-—4———1,73) ~

~ 1(54,5+2,69—8—1,73) = 47,46n ~ 148 teriiletegység.

9, Hatdrozzuk meg a cikloisiv X-tengely koriili forgatdsakor keletkezb
forgasfeliilet felszinét. Mint tudjuk, az iv két végpontjihoz tartoz6 para-
méterértékek: ;=0 és 13=2x (58. 4bra).

N
~1
(-}

= 2a*(1—cos f).

2
F.=2n [ a(l—cos1)V2a*(1—cost)dt =
0

_ = 3
=2Y2na* [ (1—cos?)* dr.
0

Mivel
. t
1—cost = 2sin?—,
2

amd,
czert

ry t
dt = 8na® f sin® - dr.

F, = 2na® f Y2 (2 sin® %)

Az integrandust atalakitjuk:
Lt t t t t
sin® — = sin®* —sin — = }1-—cos* —| sin— =
2 2503 ( cos 2] )

sin ! cos? ! sin’
= —_—— —sin—.
2 2 2
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l" H ,‘ I H H x'\l
F = 8na® sin® — dt = 8na? sin ——cos? —sin —1dt =
J 2 J T Y
0 (]
r t\!c
= 8na? | —2¢cos —+—cos® —| =
l 3 2]

10. Legyen egy kor paraméteres egyenletrendszere:
x=6cost; y=6sint.

Hatarozzuk meg az X-tengely feletti féikoriv X-tengely koruli forgatdsa-

kor keletkez6 gomb felszinét!

__ A félkdriv hatirpontjaihoz tartozd paraméterértékek:

t1=0; t,=m.

tg
F.=2z [ yYi+3*au

t

x=—6sint; y=6cost.

x2+3® = 36 sin® £+36 cos* t = 36.

T =
F=2x f 6sinz-6dt =72xn f sintdt = 72rn[—cos t]§ =
0 0

= T2n(14+1) = 144x.

Val6ban a 6 egység sugari gomb felszine F = 47-36 = 144xn terilet-
egység.

n
11. Hatirozzuk meg a #,=0 és t2=7 paraméterértékekkel hatarolt

asztroisiv X-tengely koriili forgatdsaval kapott forgasfeliilet felszinét!
Az asztrois paraméteres egyenletrendszere:

x=acos®t; y=asin®t.

N
~J
-]

= 2 t(=sint) =— 2 ¢ sin ¢;

X2+ y? = 9a(cos* ¢ sin? £+sin* £ cos? 7) =

= 9q2 sin? f cos? ¢ (cos? t+sin® t) = 9a? sin? 7 cos?® 1.

/2 n/2
F.=2n f asin® ¢t Y9a? sin? £ cos? ¢ dt = 27 3a? f sin® rcos ¢ dr .
0 0
sinft)z 6atm (.  mw
F,. = 6a’n = sin® ——sin® 0} =
5 Jo 5 2
6a® 7 6a*m i
= a-0, = P teriiletegység.
12, Hatérozzuk meg az x=cos Z,t, y=sin ¢t paraméteres egyenletrend-

Hgmamo:be_q_mésqﬁ_pammﬂcﬂmchez tartoz6 pontjai

4ltal hatarolt ivének az X-tengely koruh forgatasakor keletkez6 forgéstest
palastjanak felszinét (59. abra)!

x=cos2t; y=sint.

x =-—2sin2t; y=cost.

59. 4bra
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njd njd
F.=2n f yYx2+y2dt = 2n f sin ¢} 4 sin? 2¢ + cos? z dt.
) 0

A gyokijel alatti kifejezést atalakitjuk:

4 sin®2¢t+cos? t = 4.4 sin? £ cos? t+cos? t = cos? t (16 sin? 1+ 1).

n/4 .
F.=2r [ sintcostY16sin? 1+1ds =
0
n/4

1
= -1’% f 32 sin £ cos £(16 sin? t+1)7¥ dr.
0

Az integrandus f™(¢)f’ (¢) alakd, ezért

n/2
5 ' 3 2
Fx=40n(—-—~]f l—-——sint)Vl—[ROSI) dt =
3 s 5 5

Ismét helyettesitiink. Legyen u=sin z, ekkor du=cos z dz.

[ . A _ . . - -
. n |Q6sin*z+1)2 e = [f 1 Vg .. .5l _
rx:i:‘)- — -;zzum--i—-r-ljl —©0+1) 1—-
T 27-1) = 2"« 3.4 teriiletegysé
—_ — —_ = — & I, erulete .
24 ¢ 24 gysce

13. Tekintsiik az x=5cost, y=4sint egyenletrendszerrel megadott
4
ellipszisnek a #,=0 és t,=-§- paraméterértékekhez tartoz6 két pontjat.

Forgassuk meg a két pont k6zotti ivét az X-tengely koriil és szdmitsuk ki
az igy keletkezett forgasfeliilet teriiletét!

x=5cost; y=4sint.

2000 2, —
F,=——5—— f Y1—sin®zcoszdz =
Z1
200z P 200z cos2z+1
=——— | cos*zdz=— | dz =
3 J 3 J 2
zl ‘l
1007 1007 [sin2z =
=——f(cosZz+l)dz=-—-——-— +z| =
3 3 | 2 o
7
100~

: 1Z.
= ~———[sinz 2,
3 [sin cosz+z]zl
. .3
z=arcsinu = arcsm—g—cos t,

3 .
ha t=0, akkor cos t=1 és z,=arcsin 35 = arc sin 0,620,645 (radian);

. 3 & 1 i 9 4
n =— cos = —_——=—,
sin z; 5 zZy 25 5

x=—S5sint; y=4cost.
n/2 n/2

F.=2n f yYx*+32dt = 2n f 4sin 1Y 25 sin? £+ 16 cos? tdt =
) 0
n/2

=8z [ sinzy25(1—cos®r)+16cos? tdt =
0

ﬂ/2 1:[2 S —
I . 3cost)?
=8nf sintV25—9cos=tdr=8nfssmt e
0 0

280

T
ha t=—2-, akkor cos t=0, z,=arc sin 0=0; sin z;=0, cos zg=1.

10073 4 1007 (12
e =——|—+—+0,645] = — | —+0,645] =
3 L5 5 (25 + )
1007 1007 1,125 -
= N (0,48 +0,645) = — =~ 118 teriletegység.
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14, Hatérozzuk meg az x=2¢% y=3¢+1 paraméteres egyenletrendszer-
1 adott parabola #;,=1 &s #,=3 paraméterértékekhez mrfrm’\ pontiai ﬁltal

Az 4j hatdrokat csak jeloijuk:

g ug

r 3 O p
I=6r | Vsh*u+l—chudu=— | ch®uadu=
J 4 Z J

x=2t%; y=3t+1.

x=4t; y=3.

3

3
F.=2n [ yV@+5rdi=2n [ Gr+1)Y16r°+9 dt =
1

1

3 3
=2n [ 3V16r:19dr+2n [ Vierr+9dt = L+1,.

[

u LY

97 ch2u+l 9z
=2 _—__du=-4—f(ch2u+1)du=

2 2
uy u
97 [ sh 2u uz 9z ug
=71t l‘1=T‘-[shuchu+u]u1.
. 4 4 16
Mivel u = arsh?t= In ?t+ ;t*+l , tehdt ¢ = l-re
/16

+
~——
I

51\ 4 5
ln|—+—|—ln3~1 1; shuy, = —,<:hul =3

3 3
6 1
I,=2nf 3t}’16t“+9dt=3—72rf32t(16!‘+9)’dt=
1 1

ERT .
= 3—:[%(16t2+9)’] = %(V1533—}/253) =

1

= 2 (153Y153-125) ~ 1;-'(153-12,4—125) ~

71775

=~ 6935.

o 9 — 5
I, = 2 —[shuchu+ulpl = Tn (4-V17+2,1———-T—1,l) x

~ 7,06(16,5+2,1-2,22—1,1) = 7,06(18,6—3,32) =
= 7,06-15,28 ~ 108,
fgy a keresett felszin _
F, = L+1I, = 6954108 = 803 teriiletegység.
15. Hatérozzuk meg az x=23r%, y=4¢° egyenletrendszerrel adott gorbe

H=0 és fy= i pafamctefértéxeuu megha;afozott ivének X-iengely korali

2

torgatasaxor keletkez6 Iorgastelulet feiszinét (oV. aora)'

x=31%; y=4r3.

o : 16¢®
L=2x [Vier8di=2z [ 3} ——+14r
o ' 7
1

4
1
4t ,
A 3 = sh u fiiggvényt helyettesitjiik.

3 3
t=Tshu; dt = Tchudu.

2
S
[ )

x=6t; y=12¢2,

1 1
Fo=2z [ yV3 153 dt = 2z [ 4336+ 144 dt =
0 0

1
=48z [ rY1+drdr
[1]

N
o
w




60. abra

ua

—_— f (e"‘—2e“‘—e"‘+4—e"“—2e'"‘ +e-0u) du =

= - 414 -
28l a4 2ttt

3n [et* 2eft ™ e 2¢™4u e'°"]“z_
uy

_ K74

T 12812

[26% — 6 — 6e™ + 48u -+ 6™ + 64— 2],

Mivel 2t=sh u, ezért u=ar sh 2t=In(2¢+ Y47 +1);

) "N n At
1

1 1
Legyen 2t =shu; t = ?shu; dt = —2—chudu. Ekkor

g

1 _— 1
F.=4 f—- ht u ) T+ sb* % — =
87 ° uyY1+s u2chudu

u
3 U 3 U
=?z sh‘uch’udu:%f4sh’uch’ush’udu==
uy ug
A M3
n r LaAA.._.LD . _T.
= _Q— i', SIIT Lu dIIT U au.

Attériink az exponencidlis alakra, elvégezziik a kijelolt mfiveleteket és

integralunk!
P 3n P feM—e ’(e"-—e‘“ .d _
=~ g 2 2 “=
™

I Ug MM petu Qlu_D 4 ot
= — . du =
8 4 4

uy

284

F.= ;"2 22+75)°-6(2+V35)* —6(2+V5)" +48-1,44 +

ve_ S ., 6 2
@+v3)'  @+¥9)' C+y3)

-—2+6+6—0—6—6+2] .

Részletszamitasok: (2+73)" ~ 4,248 ~ 5800; (2+15)" ~ 4,24* ~ 325;

1 1 1

2+V3) ~ 4240 ~ 18— 5 0; ———— = 0; 5
(2+73) 173 (2+Y53) +¥5)

F. = — (2-5800—6-325— 618 -+48-1,44) ~
512
=~ 0,0061 (11600 — 1950 — 108+ 69,2) =
= 0,0061 (11669,2—2058) = 0,0061 (11670 —2058) =

= 0,0061-9612 =~ 58,5 teriiletegység.
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ttesitéssel az irracionalis integrandust atalakitjuk shz és

u=shz;, du=chzdz.

x=sht; y=ch¢t. m P 2 2
Y Fx=—’_”fV1+sh2zchzdz=—f_—fchzzdz=
sz V2 2z

x=cht; y=sh¢t.
2 (Pch2z+1 e
= ———dz=i_f(ch2z+1)dz=
22

27 2
= [sh 22
V2
Most meghatdrozzuk z; és z, érteket Az eredeti hatarok: £,=0 és f,=3.
Mivel  u= V2 sh 1, ezért w,=Y2sh0=0 & wu=}2sh3=

2( . 1)

y2
=—(@—eF)x — ~ 10y
2 zl\ " 20)

= — [sh zchz+z]z2

= == h 5

= s

ezért z;=In1=0 és z, = In(10Y2+y201)~ In20¥2 =~ In 28,2 ~ 3,34.
3,34

Fo= " [shzchz+ap® = — 022 17 _
y2 V2L 2

0

n (sh6,68 [ %8 — e~ 688
=—[ > +3,34—sh0—-0] = — ._—4——.;.3,34 ~

V2 y2
61. 4bra 750 —
n 750 3,14.1,41 . ,
~ 5 ——4——+ 3,34J =" .190,84 ~ 422 teriiletegység.
jp— SR A
F.=2n | y¥x*+2dt =2n | chtYch*t+shirdr = Tl b e
° P 4. Stélypontszamitas
3
— 27 [ chtVir2shirdr 6rbe a és b abszcisszaju
o" v pontok altal hatarolt ivének sulypontjat S(x,, ys)-sel jelolve,
Legyen u=¥2sht, du=Y2chtadr. Igy f xY14y*%dx f yV1+y*dx
F 27[ 3V§h V_____ 27! uy xs=a b ; ys=a b *
= —= cht 1+2$h’tdt=——f +utdu. , i
vzof vz, Vit [Ty [ VTt
a a
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, , "
t hatirold vonalak: az y :Jf(x) fuggvény
. ’e

gorbéje, az a és b abszcisszaju pontokhoz tartozo ordinatak, vala-

natai: . .
fxydx é—fyzdx
X, =t5—, & y=—3 .
fydx fydx

Ha az y =f(x) fiiggvény gorbéjét az X-tengely koriil forgatjuk,
akkor egy olyan forgasfeliiletet kapunk, amely &ltal hatérolt

forgastest sulypontja a szimmetria miatt az X-tengelyre esik,
tehat v. =0. A stilvpont abszcisszaia:

A» inte
AL 111N LA DS > 2e<3
mitjuk ki.
T
n Y x2
| xV1+y2dx= ] xV 1+ dx =
1 ’2_x2
0 0

tehat y, A sulypont abszcissza)
b

r o o
| xy“ax
J

Xe=—5 -
f yrdx
a

Gyakorlé feladatok

1. Hat4rozzuk meg a negyedkoriv salypontjit (62. dbra)!

— 1 1 1
y=Vr-x=(-x"% ¥ =—-x) (=20 =

YA

I p——

Vrz_xz )

Gspr——————

lo e — b
“ Cry

- 62. abra
X

N
0
0

[ —x] . rn
= |rarcsin—| = r(arcsinl—arcsin0) =—.
L r Jo 2

A sutlypont abszcisszéja tehat:

0 r? 2r
xs = —— DD e— I ——,
r T
[Vima 5
0
. . , g s . . 2r
A szimmetria miatt a stilypont ordindtdja is ennyi, vagyis y,=—.

T
2. Hatdrozzuk meg az y=x* figgvény 0=x=3 szakasz felett levd
ivének salypontjat (63. 4bra)! El6szor most a nevezd értékét hatirozzuk
meg:

3 3
JVi+y%dx = | yiyar ax.
0 0
Az integrandust helyettesitéssel alakitjuk at.
) h ¢t
2x = sh#; 2dx = chrdr; de= c—z—dt.

19 Integrélszamitds
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=X

\

I
f
|
I
|
I
I
I
|
|
I
!
!
I
|
I
1

\ 1+ /
\ /
L 1 L i3 63. dbra

-4 0 1 2 3 4 A

Az Gj hatarokat csak jeloljik.

- — L p— ¥
[Vivaede= [VT+shti——ar =
0

131

ta £
ch?t 1 1 [sh2:¢ ]ta
= = — h2t+1)dt = — | —+1¢] .
J 2 4‘.[ (h2etdr= |5+,
1

t

Most visszatériink az x valtozora.
sh2t=2shscht = 2shty1+sh?r = 2.2x}1+4x%;
¢t = arsh 2x = in (2x+¥1+4x%).

Ezen atalakitasokat figyelembe véve a keresett integral:

s 1
[ VT dx = - DxV T+ +in Qe+ VT 2R =
0

[6Y37+mm(6+Y37)-0-0] ~ -1-[6-6,1+1n(6+6,1)1 =

NN

1 .
(36,6 +In12,1) ~ 7(36,6+2,5) =~ 9,8.

N

A silypont koordinatdinak kiszamitasahoz még két integril értékét
kell kiszdmitanunk. Az egyik
3 3 3 1
172 = = 2)3
0 ) 0
Az integrandus konnyen f™(x)f’(x) alakuva alakithatd:
1 F 1 12 3
— f 8x(1+4x*) 2 dx = —-—[(1 +4x*)’]o =
8 8 3
0
= i(y373_1) ~ — = 18,65
12 2 ’
A masik sziikséges integral:
§———— 3 ——
[ yV1+y%dx = [ xY1+4x*ax.
° ()
Az integralt helyettesitéssel szamitjuk ki:
chz
Legyen 2x=sh¢; ekkor dx=7 dt. Az Uj hatarokat egyeldre csak

jeloljuk.

3 ty

—_— sh2z ___ cht
fx’}/1+4x3dx= f—4—}/1+sh’t 5 dt =
0

L3

ta ta
1 " 1  sh?
=—fsh21ch’tdt=——fs 2 =
81. 8 4

b
I

1 (ch4r—1 1 [sh4t TJo
L1 feker, Lda g
32, 2 64| 4
1

31

Most meghatérozzuk ¢, és #, értékét, majd behelyettesitiink.

19+

[N
-




VAT T o .
¥4x*+1). Ha x,=0, akkor

Mivel 2x=sh , ezért #=ar sh2x = in{2x+
In (6+¥37)~ 1n 12,08 ~ 2,48. fgy

h
R, e
A‘/ys 3 4
0 EEE AN A X
4 2 4
, 64. dbra

Legyen u=x, és v'=cos x; igy #’=1, és v=sin x.

2 = %
J xcosxdx = [xsin Jo — ] sinxdx =
o 0

!1=ln _1_=0i ha x==3; akkor ta =
Lfshar Yu_ 1 e —e™*  Tin(4+¥37)
64 4 In —64 8 I0 =
[ 1
6+ ——m;
1 6+¥37)*
=— 6+¥37) ~in(6+¥37)-0+0| ~
64 | 8
( 1
N YT 12¢ 3.4 81
" — —2,48 N —— = =—=40,5.
64\ 64-8 4.2 2
A vonaldarab stlypontjinak abszcisszdja tehat
p
J xY1+axidx ]
0 18,65 191
= = =191,
S Jp— 9,8
J Vi+axtdx
°
A stlypont y ordinétdja:
3 e
fy}’l+y"dx
0 ;5
= = 4,13.

Vs = 3
[ VT+axddx
0

Teh4t a sulypont: S(1,91; 4,13).
) { A T
3. Hatirozzuk meg az y=cosx figgvény |‘0; -’} intervallumbeii
Z)

gorbeszakasza, valamint az O abszcissz4ji ponthoz tartozd ordinata
&s az X-tengely 4ltal hatérolt lemez silypontjat (64. dbra):

= [xsin x]¢ —[—cosls = -’E’-—O+o—1 = %-—1.

A nevezd értéke:
n/2 =
f cosxdx = [sinx}§ = L.
0
Tehat a stlypont abszcisszaja:

——1

) T
Xy = —_
1 2

=/2
jjxcosxdx
0

Xo= g =17
fcosxdx
0

A szamlal6 értékét parcidlis integrdldssal hatdrozzuk meg.

-
N

A sulypont ordinataja:

n/2
——f cos® x dx
0 1 *2
Ys = ————”12 =—2—°f cos!xdx=
fcosxdx
0

I d

w




1 p 14cos2x | 1[ sin2x]?
== ax = —ix+ | =
26' 2 4 L 2 Jo

=—l ﬂ- =~ ~ 0,393
2 8
Vagyis a sulypont P, (0,57; 0,393).
4. Hatdrozzuk meg a negyedkorlemez silypontjanak koordinatait (65,
4bra)!
y=Vr—x%

A szimmetria miatt a sulypont az y=x (45°-0s) egyenesen van, ezért
koordinatdi megegyeznek. Elegend® tehat csak az egyiket meghatarozni,
mégpedig az egyszeriibb médon szdmithatot.

7

s

3 4r
Vs = . =',,_

Lt k4

4

’//

4r 4r
Teh4t a sulypont P, ' 3
T

5. Hatdrozzuk meg a félgémb silypontjit (66. 4bra)! Az origd kdzép-

ponti félkor egyenlete: y = Vr2—x3,

r

— 65. 4bra
0

A silypont ordinétéja:

N»|»-‘

_ [ (r—x¥ dx
1]

i

Vs =?

r

f }IIT—_.;c_’dx

[ x(r*—x%dx

0
Xy = - :

| S oy 2

J (F—x¥dx

0
Pr ‘1! [ 42 }:4"‘ pt rd 3

2-xdx = | (Px=—xNdx=|——-—] = ——— = —;
‘;,’x(r X X 6’ rex ) dx r 2 4J° 3 7 7

0

1 [ 1 Lk
7J(r’—x)dx=—2—[r’x-——] -

r
3l 3°

- r‘n
Mivel f Yr®*—x*dx éppen a kornegyed teriilete, vagyis e ezért
0

3]
P
o

66. abra

39
2
w




: . *V P2
‘;,’l‘ (r*—x¥dx = ir’x——é—jo = ra——? =
b
4 3
"EOe TR
3

6. Hatarozzuk meg az y=}x figgvény 0=x=5 szakaszdnak X-ten-
gely koriili forgatdsakor keletkezd test sulypontjat (67. 4bra)!

Y

=/2 a2

[ xsind xdx = [ x‘L T =
J J 2

0 0

n/2

_f (——3%] x———[x’] ——6[ x cos 2x dx.

A misodik integral értékét parciélis integraldssal szamitjuk ki.
1
Legyen u=x, és v'=cos 2x, vagyis u’'=1, és v=—2- sin 2x.

..2..
67. dbra
A silypont abszcisszaja:
f xxdx x_s 2
30 3 10 1
Xy = = = =—=3—.
‘_5 Ifx’ 'i“ 25 3 3
) xdx 12k 2
° 1

n
7. Hatirozzuk meg az y=sinx fliggvény 0§x§-—2— szakaszdnak

X-tengely koriili forgatdsval kaphat test silypontjat!

/2
./xsin’xdx
0
Xe = /2
fs‘in’xabc
0

14

n/2 x n/2
r o 1T 1
| xcos2xdx=|—sin2x] — | —sin2xdx =
J o J <
==(0—0)—[— cos 2x 1% _ Luan_cua\'} =__1_.
4 |, 4 4 2
A szAmlalo tehat
n/2 kil
2) 2 2 1
fxsin’xdx=[f—— L (N =T s
4], 2 16 4
0
a nevezd pedig
nf2 fud
1- 2x |7
f sin® x dx = f c9szxdx=i x— sm- x]’ =
J J 2 2 2 Jo
1 sin
SEYLA LA
2 \2 Z j 4
A stilypont abszcisszdja
n”+1
16 4 2+4 1
X, = = T ~0,785+0,318 = 1,103,
n 4z 4 =
4

2

~3




~ PO SO £_. 2. 1. Wa__ __1_.1_
8. Hatérozzuk meg az y—lux xuggvcuy i=x=5 ivének X-t g1y

PPy

riili forgatasaval keletkezd forgastest stlypontjat (68. abra)!

b2

Ismét parcidlisan integralunk, legyen most u,=In x &s v} =x, vagyis
1 ]

y1=——-eS D= —.
X Z

5

f x In? x dx

1

5
f In? x dx
1
5
f xIn®xdx =? Az integrilt a parcidlis integraldas moédszerével

hatédrozzuk meg.

~

A
A

J s [s] [ [z
[ e -

= 12,510 5-0-12,51n 5+0+6,25—-0,25 =
=12,5(n*5-In 5)+6 »~ 12,5(1,612—1,61)+6 ~
~ 12,5(2,6—1,6)+6 = 18,5.

A nevez0 kiszamitasa:

24 o

5
In*x dx f 1'n%*x dx.
1

, A 2Inx
Legyen u'=1; és v=In? x; tehdt u=x és v'=

X

5 5
flln*xdx=[xln2x]§— f 2 In x dx.
1 1

1
Ismét parcidlisan integrilunk: u;=2; u,=2x; v,=In x; v} =—.
X

5 5
[ 2lnxdx = Rxinx— [ 2dx = [2xIn 2 - [24E.
1 1

Ity
|

>
0 X
-1
2t 68. ibra
. ., 2Inx x2
Legyen u = In?x és v/ = x, vagyis «’ = . és 17:—2—_

5

x3 5 ;
fxln“xdx= [?ln’x] —fxlnxdx.
1
1 1

5
J m?xdx = pin? <l —[2x In 28 + (208 =
1
=(?5-0)—(10In 5—-0)+(10—2) ~
& 5-1,61°—10-1,61+8 =~ 5.2,6—16,1+8 = 21—-16,1 = 4,9.
A keletkezd forgéstest sulypontjanak x koordinitdja tehat

v 85 a0e
=% a9 T

b

N
\O
o




5. Térfogatszamitas

x abszcnssza Iuggvenye T (x), akxor

darabjanak térfogata
b
V(a, b) = f T(x) dx.
Y
y=tx)

i
I
|
}
i
|

... \ -..

69. dbra

Ha a test valamely y=f(x) gorbe x; és x, abszcisszak &ltal
hatarolt ivének X-tengely koriili forgatisa révén keletkezik
(69. abra), vagyis forgéstest, akkor — tekintve, hogy kereszt-
metszete minden x-re f(x) sugarti kér —

P 2
Vx=nj fix)dx == | y*dx
X1 X1

Ha az y=f(x) fiiggvény gorbéjét az Y-tengely koril forgat-
juk, akkor az igy keletkezd forgastest y, és y, ordinataji pontok
altal hatéarolt részének térfogata:

y2
V,=m f x*(y) dy,
¥

1
ahol x=x(y) az y =f(x) fiiggvény inverze.

300

V== [ @)z dr.
(1}

Gyakorl6 feladatok

1, Hatdrozzuk meg az y=ax egyenes X-tengely koriili forgatasaval
nyert m magassiga kap térfogatat (70. 4bra)!

8 |

m 70. dbra

Mivel a=tg a=L, tehat
m

v, -—nf—-x’dx=-—r;fx’dx-—r2”[x3]

r’n ] r‘rm
Tm\3 ) 3

Vaidban a kup térfogatképietét kaptuk!
2, Hatdrozzuk meg az y=sin x fiiggvény gorbéjének X-tengely koriili

—forgatasaval keletkezo test térfogatat, ha a hatarok 0 és-.

x T
1- in 2x 1*
Vx=nfsin’xdx=nfﬂdx=1 _sm2x] =

P J T2 2 2 ),

____n_( _sin2n_0)=£.
2

(7
(=4
—




A AW _aLmeacsl. camas A 2+ ] < 4]
3, NAWIrOZZuUK 1IIiCE az ¥y & X® €gycnciu X A=LET
, P R PRVT Y TS LI P (711 herall
forgatasa révén keletkezd gomb térfogatat (71. abra)

Ve

Il
B
f—
~~
%
I
4
o)
o
Il
b
~
b
[

(R—r )3 m
X+r
m m mn R—r . )3 .
= m - =
R—r 3 o 3R W\Tm ")

mn R3 n mr
3@ K= 3@

]
3

(R=r)(R*+Rr+r) =

mn
= —3—- (R2 +Rr+r’).

5. Hatdrozzuk meg az y=sh x fiiggvény X-tengely koriili forgatasakor
a 0=x=4 szakaszon keletkezd forgastest térfogatat!

71. dbra

4. Hatarozzuk meg az y = ax+b egyenes X-tengely koriili forgatasa-
kor a [0, m] szakaszon keletkez6 csonkakup térfogatat (72. 4bra)!

7

L3 1

72. 4bra

w
[}
¥

n a nh Dy
— hz — Vi LA Xz —
Ve nJ sh? x dx ”_/ > dx
0
7 [sh2x L (shS
=— - =—|——-4-0}] ~
2 2 o 2\ 2
000 !
B—e? B
~1,57( - ]z 1,57 3000_,] &
4
1,57- 3000
2 ~ 1180.

6. Hatdrozzuk meg az y=x® fiiggvény X-tengely koriili forgatdsa révén
a 0=x=35 szakaszon keletkez§ test térfogatat!

[x51°

5
V,=nfx4¢x=nl—1 = 7(5"—0) = 6257 ~ 1960.
0 51

1. Hatdrozzuk meg az y=x? fliggvény gorbéjének Y-tengely koriili
forgatdsa révén a 0=y=4 szakaszon keletkez6 test térfogatit (73. 4bra)!

Ya
Vy,=m=x fx”(y)dy.
¥

(%)
[=]
Py




73. 4bra

¢ldankban x=1y (ha 42 P . . ]

4 2 4
Vy=m f ydy=m [y?] = (8 —0) = 87 =~ 25,12 térfogategység.
0 0

8. Hatarozzuk meg az y=ch x fiiggvény gorbéjének X-tengely koriili
forgatasakor a 0=x=3 szakaszon keletkez6 forgastest térfogatat!

3 4 ¥ ch2x+1
Vx=nfy2dx:7rfch2xdx=nf———dx=
0 (1}

2
0
3 1 3
=n[Sh2x+—£.| =7Z[TSh6 {—-;,——0}.
L 4 250 4 2
S—e 8 ¢t 400
- ~ — = — = 200.
sh 6 > > 2

2 I
9, Hatirozzuk meg az y=— figgvény gorbéjének X-tengely korili

Vx
forgatasakor az 1=x=4 szakaszon keletkezd forgastest térfogatat (74.
4bra)!
304

4 4
4
Ve=n [ydx=n [ —dx=xzl4lnx} =
1 1 X

=4n(lnd4—In1) =~ 4rn-1,39 =~ 17,5 térfogategység.

10. Hatérozzuk meg az y=In x fiiggvény X-tengely korili forgatasakor
keletkezd forgastest 2=x=6 abszcisszaju pontok altal hatarolt részének
térfogatat (75. abra).

A feladatot a parcialis integralds médszerével oldjuk meg.

2Inx

Legyen u’ =1 és v =In*x; ekkor u = x és v’ =

6 8
Ve=n [ 1n*xdx = z[xIn*x}i - 27 [ Inxdx.
2 2

Az \ij integralt szintén parcidlis integralassal alakitjuk at.

20 Integrdlszdmitds
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Y=lnx

75. dbra

egyen uy = = 2
X

76. abra

Az y=In x fliggvénybol x=e¢>.
8 2y 6
V.=m=n ezydy=n[_e_ =._7E. 2 _ 0
Y of > |,= 2 (e2—e%) =~

e2x 22.7.4-10%x

2 2

=~

~ 8,14-3,14.10% ~

6
V. = alx i x)i— 27 {xnxg -2 [ dx} =
2

=[x In? x—2xIn x+2x]3 =
= n(61n?6—12In6+12—-2In*2+4 In2-4) =~
~ n(6-1,79’—2-0,6932——12-1,79+4-0,693+8) ~

~ m(6+3,2—2-0,48—21,5+2,77+8) =

& 25,6-10* = 2,56-10° térfogategység

12. Hatdrozzuk meg az y=x sh x fliggvé orbéj o
1 gvény gorbéjének X-tengely ko-
(r;x}ll ;g:'g;l'tésakor az 1=x=3 szakaszon keletkezd forgdstest tégrfg,gatg.t

3 3
Ve=m fy”dx:n fxzshzxdx.
1 1

~
=~ . =
’ ’ ’

11. Hatirozzuk meg az y=In x fliggvény gorbéjének Y-tengely korili
forgatasakor a 0 és 6 ordinatak kozott keletkezd test térfogatat (76. dbra)!

6
Vy =TT fxadyn
0
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77. dbra
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1

A hinarhalilug ténvezdt linearizaliuk
£y 112 A UNAAERSSD Swasy hd
3 3
r . chi2x=1 T N
Ve=m |3 — =
v £
1 1

=-g-fx’ch2xdx—% faxza'x.
1

1

A szorzatfiiggvény integraljat hatirozzuk meg parciélis integralassal;

s

J x3 ch 2x dx.

A sh 2x

Legyen u=x® & v'=ch2x, ekkor u’=2x és v= 5

e - s 3

fx'cthdx— —;Mff—rshixﬂx—

J [~ h Y

ch2x

Legyen most #,=x és vy=sh 2x, ekkor uy=1és v;= 3

3

1f Xt ch2xdx = [f;—sh Zx]:—{[—;—ch zx]i—f °h22" dx} -
[_ sh Zx] [— ch Zx] [— sh Zx]

3

=_Uh5__sl_‘2——ch6+———ch 2+—sh6———sh2 =
2 2 2 2 4 4
3 3
i ——sh2——ch6+—ch2
sh6 2 sh 2
1
et—e* 400
— ~ 200;
sh6 2 =~ 2
+__.
et+e 400
= =~ 200;
ché6 2 2

w
(=]
0

R o T74—-—
‘A et—e% 7,4 7,4——0,135
sh2= > ~ > > = 3,/—-0,0675 =~ 3,633,
el+e?
ch2 = — ~ 3,74+0,0675 ~ 3,768.

4 19 3 1
J xrch2xax~ — 200— 3,633——-+200+-+3,768 ~
1

=~ 950-2,72—300+ 1,884 ~ 651,9—2,7 = 649,2.

A feladat megoldasa:
4 n [x3 )8 ( 1)
Ve=-—26492—— 11— ~ 1020—1,57]9——1 =
2 21354 3
1,57-28

= 1020————3— ~ 1020—14,7 = 1005,3 térfogategység.

13. Forgassuk meg a cikloisivet az X-tengely koéril, majd hatérozzuk

meg az igy keletkezd forgastest térfogatat! A cnklonsivet hatarolé pontok
paraméterértékei: £;=0 és 1,=2x (78. 4bra).

Xx=a(t-sint) }
7 7 y=a(1-cost)

78. 4bra

céa
G




®
I
i~
P
~
|
@,
=]
-
~
«
I
«

~<

A
A

X=ICOST L

2
V=n f a*(1—cos £)*a(l —cos t) dt =
(]
2n
= na® f (1—cost)*dt =
(]
2
=a*n f (1—-3cos t+3cos? t—cos® t) dt =7
()

T~ y=rsint]

2n 7
r r 1+cos2t
| costrdt= | - =
J J 2
] o
1 H_sinZt =1 (2 +sin4zt ‘)
= — =—|2z -0} =~
2 2 ) 2 2
2n 2n 27
fcos’tdt= f cos®tcostdt = f (1 —sin®¢)cos tdt =
0 0 0
2n ) . sin® ¢ >~
= f (cos t—sin®tcos t)dt = isint— =
0 3 b
sin® 27
= sin 27— -0=0.
3

V = a®n{{t—3sin ti"+3n} = a*z(2n—3 sin 27—0+37) =

0 0
V=m fy"‘)'cdt=1r fr"sin‘*‘t(—-rsint)dt=
n n
0 T
= —nrd f sin® tdt = nr3 f sind ¢ dt.

= (]

Felhasznéljuk a kévetkezd linearizalé formulat:

. 1
sin®t = —4— (3 sin #—sin 3¢).

= 5a3n? térfogategység.

14. Hatarozzuk meg az x=rcost, y=r sin ¢ paraméteres alakban
adott koriv forgatasaval keletkezd gomb térfogatat (79. dbra)!
A hatarok 7 és 0, mert igy a gbrbén a pozitiv X-tengely iranyaban

megyiink végig.

x =-—rsint.

310

7 ;‘ . o
V=_4‘j (3sint—sin 3t) dt =
0
r’n kT3 i 3
=— —3cost+cos t] T 3_i+3_._1_ =
4 3 b 4 3 3

Val6ban a gomb térfogatképletét kaptuk.
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15. Forgassuk meg az x=cos?, y=sin ¢, paraméteres alakban adott

n z P e s re. 1 1 _af . _ 14
— paraméterii pontjai aital hatérolt
3

n
____ egységsugarii koriv ty=— €8 B=
6

~tengely koril! Szamitsuk ki az igy kapott gombréteg tér-—

fogatat (80. abra)!

}

80. dbra

x=cost; y=sint; X =-—sint.

123 1!/3
Ve=n [ pxdt=n [ Gin*r)(~sinr)dt =

1 /6

=/3
=-7 f sin® t dt.
/6

Az integr
formula helyett (gyakor

andus sin® 2. Most az el6z6 példaban alkalmazott linearizélé
lasképpen) szorzattd alakitjuk az integrandust.

Ekkor sin® f = sin? £sin f = (1—cos*r)sint, igy

/3
V.=-n [ (1—cos*f)sintdt =
=/6
n/3 /3
=n [ (~sinf)dt-= [ (—costt)sintdt =
n/6 /6

w
o
[ ]

r* - 3 ;3%
S A 5
=mfcostly — 7| ——], =
[} v ~ F iy
( = 7 7 7 7)
=njCOS—— — ]| ——1cos® ——cos® —] =
\ 3 6 3\ 6

° /4
= r(cos 60°—cos 30°)— ) (cos® 60° — cos® 30°) =

~ 7(0,5—0,866)— % (0,5%—0,866%) =~

=~ 3,14(-0,366)—1,05(0,125—0,65) ~ —0,598 térfogategység.
E'r.edményﬁl azg‘.rt kaptupk negativ szimot, mert ¢ novekedésével az
x csokken, és igy integralasiriny nem az X-tengely pozitiv irdnydval egye-
zett meg, hanem azzal ellentétes volt.

16. Mekkora az x_'=§ip t, y=t paraméteres egyenletrendszerrel adott
gorbe X-tengely korili forgatdsakor keletkezd test térfogata, ha

4(515—’21 (1. 4bra)?

v?_ \

s
2

81. 4bra

w
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S

(A gorbe explicit egyenlete y=arc sin x.)
=/2 n/2
V.= | y*xdt=mn] t*cosrdt.
0 0

Az mtegrélt a parcialis mtegrélas médszerével hatarozzuk meg. Le-
gyen u=13és v’ =cos t; vagyis u ’=2t; p=sin f.

n/2 = n/2
V.=n f t3costdt = n[t?sint] —n f 2t sin 1 dt.
° 0

Ismét parcidlisan integralunk:

- e , L o,
w,=2t; vy=sint; uy=2; v =-—C0si

n =
it} Jr—%fefﬂ?—o—f—;%‘ee&&#s:—
x = o — 0

= = L3
= nle2sint]E + {2t cos tly —n[2sint]y =

3 n
=7 [% sin%—0)+n [ncos—;z——o)—n (2 sin —-2——0] =

3
= Z;——21: ~ 1,47 térfogategység.

17. Hatirozzuk meg az x=e', y=t paraméteres egyenletrendszerrel
adott giorbe X-tengely korali forgatdsival keletkezo test térfogatat, ha
1= tSZ (82. 4bra). (A t paramétert kikiisz6bolve y=In x.)

Py

Z

o
Ve=n [ pxdi=n [ 1etdr
1 1
Legyen u=1?, v’ =e¢, ekkor u’=2t és v=¢".
2

2
—n [ retdt = alerefi—n [ 2etar.
1 1

314

82. dbra

-4

Ismét alkalmazzuk a parcialis integralds modszerét:

L. W% L4 ' d ’ 7. t
m=2t, v1=e, ui==2, u;=e.

2
Ve= n[t*e‘]'{’—n{[Zre‘]f— f 2¢* dt} =
1
= n[r2e'] — n[2te']} + 72 =
= n(4e*—e—4e*+2e+2e*—2¢) = n(Ret—e) =
= 3,14(2-7,4—2,72) = 3,14(14,8—2,72) =
= 3,14-12,08 = 37,8 térfogategység.

18. Hatérozzuk meg az x=e¢", y=sin ¢ paraméteres egyenletrendszer-
rel adott fiiggvény gorbéje X-tengely koriili forgatisaval keletkezd test

térfogatat, a 0§t§—2— tartomanyban (83. 4bra)!

fa v s 1—cos 2t
=7lf y25cdt=nf (sin*t)e‘dt:nf e'_T_d,
1} 0 0

n/2 n/2

14 —1_[ e‘dt—if et cos 2t dt
x 2 ; 2 ; .

315




x=8% 5

y=sint

Rendezve az azonossagot:

[+
w
O
[

-

/2 = -
S . e'sin2¢ 3 e cos2t]
— | ecos2rdr= = F - =
P & 0 L * Jo
0
kg ™

= z 1
=—e?sinn—0+—e? cost——e®cos 0
2 48 oS T 48

Az elsd integral kozvetleniil megkaphat6. A mésodikat parcidlisan

1.
integraljuk. Legyen u=e* és v'=cos2t; vagyis u'=e" és v=? sin 2¢.

m/2

n/2 e
— f — sin 2t dt.
: 2

e!
f et cos 2tdt = [? sin Zt]

k)

L]

et . e —cos 2t
: H ;
Legyen u, = — és l/‘,l = sin 2’, vagyis U = — és V)= ——F]T
“EJ 1 2 P ~

9 k]
i

1 48 1 -5,8
~—e(-D)-— e = .
4 =D 4 4 4 4

' 5,8
[ efcos2ear =22 — _116.
o 5
n/2
n m
Ve= 5 J éedi—-;*(—i,i(’)\ =
24 2
7 z 1,16x n
= 'i— [et]: + 2 = 7(81’57—1+1,16) =

~ 1,57(4,8+0,16) ~ 7,8 térfogategység.

19. Hatarozzuk meg az x=sh¢ é y=ch ¢ egyenletrendszerrel adott

hiperbola X-tengely koriili forgatdsakor keletkezd test térfogatat, ha
0=¢=2 (84. abra)!

x=sht; y=cht¢; x=ch¢

]

( m g2 \
e . E) efcos2t|z —e* cos2t ard =
f efcos 2t dt = [7sm21] —{l————4— . —6[ — =
0

CIE]

kid n/2
. ™
= e—‘sin2t +[——e Cosz’]z——l—f et cos 2t dt.
2 [ 4 (1] 4 0

316

2 2 2
n [ (+sh*r)chedt == f chtditn [ sh*echede =
0 0 0

h? ¢ ]2
7r[sht]<’,+7r[s3 ] =7r(sh2—sh0+

]

sh?2
=7z(sh2+ 3 )

sh32 sh30 _
3

w
-
-~




I3

elméleti meghatarozasaval

elmélet : 24 nem foglalkozunk; csak azt mutat-
inlk meo. m : 3
juk meg, milyen médon kell alkalmazni az egyes kozelit6 méd-

szereket.

1. Tégldny-szabdly. Az [ f(x) dx hatérozott integralt, vagyis

az f(x) gorbe [a, b] szakaasza alatti teriiletet té Ui

a ) e [a, b glalapok teriilet-

os_sz?ge}:eln kozelitjiik. Az eredmény 4ltalaban annélppontosabb

ml'rfei(furubb felosztast alkalmazunk. ’
ekintsiink egyenl6kodzii felosztast, vagyi

. ¢ , vagyis osszuk az [a, b

intervallumot n egyenlé hosszii részre. Jelolje egy ilyen [rész!

intervallum hosszat 4, vagyis legyen h=u; jelolje tovabba
n

az egyes osztopontokat x,=a; x;, = a+h; x, = a+2h;
'";xn—l =a+(ﬂ—1)h; xn = a"+ﬁh —_ ,’,4.,“

pontok ordinatait yo=y(xo); y1 =y(xy); ...; Vp_1=y(x

s 2 *Jn \TR—=asc2Jn

s
|
-

sh2 = ~ ~ = = 3,63.
2

3,632 48
V.=mn]|3,63+ 3 =z 3,63+? =

= n(3,63+16) = 19,637 ~ 61,6 térfogategység.

6. Numerikus integralas

Numerikus integralassal hatarozott integralok értékét (kozelitd

ontossaggal) tudjuk meghatarozni. Numerikus integralasi mod-

zert tobbnyire a kovetkezd esetekben alkalmazunk:
1.

Az integrandus grafikusan adott.
i itikus alakban adott, de a primitiv

"3

(7]

=y(x,). Ekkor — a szakaszok kezdépontjaihoz tartozé ordinata—

—<értékekkel képezve atéglalapokat — az

fiiggvényt nem tudjuk analitikus alakban meghatarozni, ill.
igen bonyolult a meghatérozésa.

3. Az integrandus fiiggvénytablazattal adott.

Mindhirom esetben az integrandus bizonyos szamui ismert
pontja segitségével kapjuk meg az integral kozelitd értékét.

A numerikus integralas esetenkénti alkalmazhatosagat az
eredmény varhaté pontossiga donti el. A hiba nagysaganak

w
—
Qo

b
I= [ /(x)dx
integral kdzelitd értéke (85. abra)
1
6:7"(/\')

\\\

4

%

Y
%

N\
A\

- 85. 4bra

>
N

w
2




<

—J—

I~ L = h(yo+y1++ +Vn1s

pontjaihoz tartoz - : .

oot (86. Gbra) a%
. “}

Z

I~ Iv = h(y1+y2+"' +yn)'

; |
/) gy
B

/ %//
4 -
////// 0 X=0 PR 87. dbra
”"M;HV sm
—J//////ﬁ G/ egy masodfoki parabola, igy a gorbe il
)| al N b Or0E ilVEil PRI My Py S J RS I )
%/ % //% 3 86. 4bra részi 1 : 7= ZKparos, h szelessegl
7 por s részinterval lurpra Josztva és két-két szomszédos részintervallum- '
ban a 88. abran lathatq modon helyettesitve a fliggvény gorbéjét
o ) N egy-egy ilyen parabolaivvel, az integral igy adédé kozelitd ér-
Ha a fiiggvény az [a, b] integralasi intervallumban monoton téke:
novekedd (csokkend), akkor 1, az integral also (felsd) korlatja, h
I, pedig az integral fels3 (als6) korlatja. o I~ 3 (ot 4y1+ 202 +4ps+ - + 2o + 41+ Vo)
2. Trapéz-szabdly. A hatarozott integralt, vagyis a fiiggvény 2w
gorbéje alatti teriiletet trapézokkal kozelitjik meg. Az [a, b] YA
intervallumot osztépontokkal egyenld hosszii részintervallu-
mokra osztjuk, majd a 87. 4bran lathaté médon kozelitjiik meg \
a gorbe alatti teriiletet. Ha egy részintervalium hossza h, akkor — 4
az I hatarozott integral kozelitd értéke N W '9‘\ g=ft0
] 7

| Yoty Sty Va1t Vn|_
I~hl2+2++2j— 7
Y / /
=h[y7°+y1+y2+---+—’—’21]. %%
3. Simpson-szabdly. A szabély alapgondolata az, hogy harom % /
A7,

(nem egy egyenesbe es6) ponton 4t mindig hizhat6 egy és csak 7 —
-

/%—b— 88. dbra
XZ

S
&
5S¢

21 Integréalszamitas
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[Ty
ey

y(1,5) = = ~ 0,371,

V5+ V7,25
1 1
y(2) = = — =~ 0,333;
Y5+22 Y9
1 1
y2,5) = ——=— 2 0,299;
¥5+2,52 V11,25
1 1
y() = — = — = 0,267.
¥5+3 Y14

a) I=1 =0,5(045+0,436+0,408+0,371+0,33340,299) =
= 0,5-2,297 = 1,1485 ~ 1,15.

b) 1= 1,=0,5(0,436+0,408+0,371+0,33340,299+0,267) =
= 0,5-2,124 = 1,062 ~ 1,06.

i U , 3] intervallum monoton, az integral szam-

értéke 1,06 €s 1,15 koze esik.

y,% ,
05 yzi’.ifx’
025
90. abra
/]
A
a5+ .
o~ V5tx?
025 / / / Z 2%
> /// %’% //24 //»:3 > 91. abra

Megjegyzés: Az X- és tengelyen felvett hosszegységek a
l'mmfﬂ—i?’ abrakon L7 riiségi szempontbdl altalaban nem

MU YLVIRVLY Buiwes —==

l")

1 143 teriletet ugyan torzitja, de a hata-
egyenlox ez a goroe alatti teriietet ugyan torzija, ¢c a

rozott integral értékét és szamitasat nem befolyasolja.

A szamitashoz sziikséges figgvényertekek:

5 1
lli AC. y(o’s) - — e —— R 0,436

1
y(0) = —= 5 ~ 0,45;

324

II. Megoldds (trapéz-szabéllyal):
A 92, 4brdn lithaté trapézok teriiletének oOsszegét hatdrozzuk meg.

vk

0,5" _ 1
7 y-h’ifx’
)
Lo o o 8 A

7 > 92 4bra

g 1 2 3 X
is 0,5.
I~I,=05 [y(z—)+y(o 5+yM)+3(1,5+7Q+y(, s)+y( )

0,45 0,267
=0,5 ) +0436+0408+0371+0333+0,299+T =

= 0,5(0,225+1,847+0,1335) = 0,5-2,2055 = 1,102 75 =~ 1,1028.

w
[
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I1. Megoldds (Simpson-szabailyai):

Az intervallumot most is 6 résziniervailumra osztju

I L= OO DL DO
Nt='? > ’ 5

0,5
N (0,45 + 40,436 +2-0,408 +4-0,371 +2-0,333 + 4-0,299 +0,267) =

0,5
3 [0,717 4 4(0,436 +0,371+0,299) +2(0,408 + 0,333)] =

0,5
= —;(0,717 +4-1,106+2-0,741) =

0,5
=3 0,717+ 4,424+ 1,482) =

W
w

0’5 PAPT N 35 ii 1 104
— 0,02 —— ~L,1U%
5 E4

A hérom kiilonbdzd modszerrel kapott kozelité értékeket egybevéve,
az integral értéke feltehetden 3 jegy pontossiggal 1,10.

3. Hatirozzuk meg az al4bbi integrél kozelité és pontos értékét:

3
1= [ VT+xidx.
(1}

A kozelitd értéket a téglany-szabéllyal, a trapéz-szabillyal és a Simp-
son-szaballyal hatirozzuk meg.

1. Megoldds (téglany-szabéllyal):
Az adott intervallumot hat részintervallumra osztjuk. a) A részinter-
vallumok hosszit a bal oldali végpontokhoz tartozé fuggvényértékkel
szorozzuk (93. 4bra). b) A részintervallumok hosszat a jobb oldali végpon-
tokhoz tartozé fiiggvényértékekkel szorozzuk _(94. ébr?.). )

gral megnatarozasano S £ e

y©0) =1; ¥(0,5) = Y1+0,25 = ¥1,25 ~ 1,12;
y(1) = V2 ~ 1,415 y(1,5) = V142,25 = V3,25 =~ 1,80;
y(2) =V5 ~ 2,24; y(2,5) = YT +6,25 = V7,25 =~ 2,70;

¥(3) = Y10 ~3,16.

»
[
(=

y=Firx? é
Iy //Z
2 %
7
i e

94. 4bra . -

= 5,135 ~ 5,14.

I=~1=0,5(1,124+1,41+1,80+2,24+2,7043,16) = 0,5-12,43 =
= 6,215 = 6,22.

A figgvény a [0; 3] intervallumban monoton né . .
als6é korlatja 5,14 és felsd korlatja 6,22, noton néveked®, ezért az integral
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I1. Megoldds (trapéz-szabillyal):

oz sts s 1Liboaf R A
_____A figgvény gorbéje alatti teriiletet — a 95. abran iathaté mdédon —
I ’ l l l ]'-- ]i 0-.] e ]

Inl,=h ly(z’+y(o 917 +r1,5) 4y T2

= 0,5(0,5+1,12+1,41+ 1,804+2,24+2,70+1,58) =
= 0,5-11,35 = 5,675.

V% ‘
zr W AT,
A,

AN,

x=sh 7 helyettesitéssel atalakitjuk az integrandust.
dx=chtdt; t=arshx.

Az 0j hatarokat egyel6re csak jeloljiik.

3 ta ta
I=f}/__1+x’dx= f YiFshizchrdr = fmam:

1

S,

1 7//’/ % 7/
o
///é//%//é//lé// . 95. abra

0 / 2 3 X

III. Megoldds (Simpson-szaballyal):
Most is 6 részintervallummal szdmolunk
I %I =

i mN s A s4N 1 A

= —[y(0)+4y(0,5) +2y(1) +45(1,

W N

I

= ?lé (1+4-1,124+2-1,41+4- 1,842-2,24+4-2,7 +3,16)
3

= 9?,;2 [4,16+4@1,12+ 1,842,7)+2(1,41+2,24)] =

%(4 16+4-5,62+2-3,65) =

33,94
—16—-(4 16+22,48+17,30) = —6—— = 5,66.

w
N
Qo

1 1 T
= —f[H_Sh tch t]:';‘ = 7[arshx+x}’x’+l]3 =

= %[In(x+}’x”+ D+xVx+1J =

1 — 1
== [In(3+Y10)+3Y10-0] ~ 7[1n(3+3,1«»3)+3-3,16] =
1T 1824948 11,30 _ _
=-—(no,16+9,48) ~ = = 5,65.
2 2 2

4. Hatdrozzuk meg az al4bbi integral kozelitd értékét:
‘ —
1= [V252dx.
2

Az integrandus gorbéje a 96. 4brdn l4thaté. Az intervallumot négy
egyenld részre osztjuk.

20
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o

tin '
yh2ex’

~—

96. abra

o1 2 3 4 X

Idds (téglany-szabdllyal): ) .
. g1 raoalieh machatarozasihoz szitkséges fiiggvényértékek:
1 g{a‘l JIILU  AAAVEAATeviea e

ﬁ(—z)?%}w_ﬁaﬁ#ﬁ;_—

—

S = . ; 5203
y@ = V213 = V29 ~ 5,40;
¥(3,5) = Y2+3,5 ~ V44,88 ~ 6,70;
y(@) = Y2+4 = }/‘6_6 = 8,13.

a) (97.4bra) I ~ I = 0,5(3,16+4,20+5,40+6,70) =

= 0,5:19,46 = 9,73.

YA

T

I I7

&+

7

T/

4t 2%

/)

3¢ %/ ;

2r /%

1t %%%

. % 7 97. 4bra

012 3 &KX

<,
¢

w

i .
fr j— /
y=12rx*

’F 4

5-.
5.—
4k
3-
2F
1»—
/]
e 222 2.7 B W P
2 3 4 X

a~ —

13)
y g s > 1) =

=0,5-24,43 = 12,215 ~ 12,22.

A fuggvény az integrildsi intervallumban monoton novekedd, ezért
I, az integrél egyik als6 korlatja, mig I, egy felsd korlat.
II. Megoldds (trapéz-szaballyal):

A fiiggvény gorbéje alatti teriiletet a 99. 4brén lithaté médon trapé-
zokkal kozelitjiik meg.

2 4
I~I;=0,5 J%+y(2,5)+y(3)+y(3,5) "r‘{(z—) =
= 0,5(1,58+4,20+ 5,40+ 6,70+ 4,065) =

= 0,5-21,945 = 10,9725 ~ 10,97.

1. Megoldds (Simpson-szaballyal):

Py

h
I~I = F D@+425)+2y)+4y(3,9)+y()] ~

0,5

] 7(3,164-4-4,2 +2:5,4+4.6,7+8,13) =
0,5

=5 (3,16+16,8+10,8+26,8+8,13) =

0,5-65,69
= =5 =0521,89 = 10,945,
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~<
——3
~—
~<
.
<
I
N
'QT
I
&

y=12tx’

~N
o

I
NN

nt

2+ /
1 // 0 1///2 é >/-\, 100. 4bra
/)
777, B
i V////y///I - 99, abra
0 1 2 3 4K A
2 e
5. Hatdrozzuk meg az I = f Y10—»° dx hatérozott integrdl kozelits ‘ 3%7 /
o .
-szabdllyal.
. téglany-szabillyal, a trapéz-szabéllyal, és a Simpson-szal / /
ir;e:(nét:a;alelﬁlmo)t' négy részintervallumra osztjuk (£=0,5). / 7
2] / /
1. Megoldds (téglany-szaballyal): . . / /
A feladat megoldaséhoz szikséges fiiggvényértékek kiszamitésa: / /7
1] /
y(0) = Y10 = 3,16; ///
©.5) = Y10—0,5 = Y10—0,125 = V9,875 ~ 3,14; / A
y,) = Fi1Vv— VY T ] 77 vid L 101. 4bra
e r— — T ZzA . A EQ. Vi ] 7 7™
=Yy10—-1=3; y(1,5) = ¥10—1,5® =~ 76,04 = 4,50;
y(1) 14 {l. Megoldds (trapéz-szabillyal):
y@) = V10-2° = Y2 =~ 141 léthAa tf(l)llggw:ny gorbeye alatti teriiletet megkozelitd trapézok a 102. abran
= . = 5,94. y o
a) (100. &bra) I = I, = 0,5(3,16+3,14+3+2,58) 0,5-11,88 . -(22+y(0’5)+y(1) +y(l’5)+@] |
b) (101. 4bra) I =~ I = 0,5(3,14+3+2,58+141) = 0,5-10,13 =~ 5,06.

3,16 1
. I = 0,5[ +3,14+3+2,58+4_’ﬂ) -
Megjegyzés: A fuggvény monoton csokkend, ezért I, a hatérozott integ- 3 A

ral fels6 korlatjat, I, pedig alsé korlatjat adja. AR08 535255008 051105 51

w
w
w




vk

<
NI

3 57 102. 4bra

]
-~

oldds (Simpson-szabdllyal):

Q
R

h
4='3—

0,5
~ (3,16+4-3,14+2-3+4-2,58+1,41) =

0,5
=73 (3,16+12,56+6+10,32+1,41) =

0,5
=3 33,45 ~ 5,58.

6. Hatarozzuk meg In 5 kozelitd értékét az alabbi integral kiszamita-
séaval:

® o

k]r-

I= dx.

|
J
i

1. Megoldds (téglany-szaballyal):
A részintervallumok hatérpontjaihoz tartoz6 fiiggvényértékek

1 1
yH=1 y@=-= 05 y@ == 0,33;

1

334

YA
A
11 g
A7
0 1 2 3 s 5 7 103. 4bra
v
\
1
11 \ X

.

7 12 3 4 5 ’X. 104. abra

II. Megoldads (trapéz-szaballyal):

A nggvény gorbéje alatti terilet megkﬁzelitheté a 105. abra

trapézokkal is. n 1

Y

athatg

105. abra

335




[y(1) ()
I~h ——+y(2)+yu)+}w+—,)—

\-——J

Jix§L= 1@ +y@+yG)+y©)] =

] 'y y 5 "

1 1

y)y=1; »@ = 7 =05 y(® =+ ~0.33%;

1

1
i . y(5)=—=02.
3 0,25; y(5) 3

ry@ =
0,2
( +0,5+0,333 +0,25+7) =
~0,5+0,5+0,333+0,25+0,1 = 1,683.

IlI. Megoldds (Simpson-szabaly):

A részintervallu

v~

2= =]

= 1(0,7234 0,622 +0,558 +0,514) = 2,417 teriiletegység.
A hatédrozott integral alsé korlatja 2,417, fels6 korlatja pedig 2,813.

YA

uv A 4 ———r—

Fa—p)+4p)+2yQ) 4D +yON =

1y G

S

—:1;—(1-!-4 .0,5+2:0,333+4-0,25+0,2) =

1 4,866
= ?(1—&'24—0 ,666+1+0,2) = — = = 1,622.

Megjegyzés: In 51,609 (mas modon szamolva) és igy a Simpson-sza-
ballyal kapott érték a lngobb kozelités.

7

7. 1= —i)f— — 9 Az intervallumot 4 részintervallumra osztjuk.

Inx

I. Megoldds (téglény—szabéllyal):
A feladat megoldasidhoz sziikséges fuggvényértékek:

11 1
= = ‘) = — ~ —— =~ 0,723
YO =371 0.91; Y@ =177 18
(5)=—1—z—1—=0622 )():———z——l——zO,SSS,
Y s C1el n6 - 1,79

1 1

e~ 0514

y(D =15 ¥ 1945

2 7
L ik, 106 4ba
X

Q
~
N
¢

-
&
o
~

7
v 0

I /777177777777 P 107. 4bra

r

a5t %7 5
o

D
~
Ny

<,

-+

O

egoldds (trapéz-szabéllya) . &bra):
o
2

1%1(91 0,514)
2 =

= 0,455+0,723+0,622+ 0,558 40,257 = 2,615.

I~I=h [—+y(4)+y(5)+J’(6)+

22 Integralszdmitds
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> ] g s A 5 5

= 1(2,57+2,96+3,33+3,68-+4,02+4,35) = 20,91.

7
5t
3 108. dbra 4}t /
III. Megoldds (Simpson-szabéllyal): | y /7 / / /
I~ —}'3— 3 +4y@+2y3)+4y®) +r(Di = L ///éé///é///;é
) ma
o leotraomsra0e2i4 058105 A LI e 109 i

9

7,792
—1—(091+2892+1244+2232+0 514)=T— 2,597. YA
3

% dx integral kozelitd értéket.

8. Hatarozzuk meg az I = f V1+

s -
Az intervallumot 6 részintervallumra osztjuk. Z
1. Megoldds (téglany-szaballyal). / %%
1

A feladat megoldasdhoz sziikséges figgvényértékek:

110. 4bra

Megjegyzés: A hatérozott integrél alsé korlitia 18,72, felsd korlatja

Il. Megoldds (trapéz-szaballyal) (111. 4bra):

3 3_-
6) = V1I+6 = Y1+36 = V37 ~ 3,33;
y® =V Inl = h[—‘+y(4)+y(5)+y(6)+y(7)+y(s)+y(9)
2 = = Y50 ~ 3,68;
y(N) = VigT = Y1+ V 1%1(,16 "
2 ? ? ’ 4 s

y(@8) = V1+82 = V1+64 = VEE ~ 4,02;

3
y©Q) = Y1+9* = V1+ = Vsz ~ 4,35.
339
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i i 1 1

YA )7)2 =4. 2 N‘,8“0,218,
: V100+7= Y100+343 Y443
7 i 1 1
/ MOES =5 = g ~ 0201
% Y10058® yi00+512  yeiz
1 1 1
/ OES = =~ g S 0,186
7 V100+9° y1001725 V8%
% : '
9°X H1. dbra a) (112.4bra) I ~ I, = hly(5)+y(6)+y(T)+y(8)] =
= 1(0,258+0,237+0,218+0,201) = 0,914.
b) (113. dbra) I ~ I = hy(6)+y(N)+y@)+yO)] =
4y@®)+y(9) ~ = 1(0,237+0,218+ 0,201 +0,186) = 0,842.
) YA yz:fw/ﬁ(’
Y 01644.2,5742.296+4-333+2:3,68F4:402+435) = —
3
92¢ 7
— 1 2.16+1028+592+13,32+7,36+16,08+4,35) = y %//
: | / /Z
, L 20 ,
i integral értékét numerikus integralasi Y4 oy
9. Hatirozzuk meg az alibbi integr A vt
eljérésokkal: w\”‘
9
! g2} %
g S ~ 7
5 Y1004 P i
régzintervallumra osztjuk, vagyis A=1. /7 //
Az intervallumot négy résznte 0 — % /// %7 b
T 4 5 8 97X '
L. Megoldds (téglény-szabéllyal):
A sziikséges figgvényértékek: I1. Megolds (trapéz-szaballyal) (114. 4bra):
1 9
©) = ity Ll I~k=h [~+y(6)+y(7)+y(8)+’;)
y - [ S— —_— )
yioors Yioo+izs V225 . [ 0186J )
1 v Y oo 5
O = - Ve 7 = 0,129+0,23740,218+-0,201 40,093 = 0,878.

(73]
oy
S




Y =

1

. Megoldds (trapéz-szaballyal) (115. dbra):

T )] y(120°) ]
'~17=n

Y=y
03F
art
] B R R I 5%6///7%8/9 5 114 dbra

5 7 (30°)+y(60°) +y(90°) t——1=

1. Megoldds (Simpson-szabéllyal):

P

,866
= 0,524 (0+o,5 +0,866+1+OT) = 0,524-2,799 ~ 1,465.

L S
I o —[p(5)+4y(6)+2y(N+4y(®)+yO)l =~
3
1 =
2 — (U, ) >
3

2,632
- is(o,zss 0,948 +0,436+0,804-+0,186) = ——— = 0877.

10. Hatarozzuk meg az alabbi trigonometrikus fiiggvény integraljat:
=

I= sin xdx =? Az intervallumot 4 részintervallumra osztjuk, ezért

Coemeolto

"~ i4n=30°. A fiiggvényértékek
egy részintervallum hossza ?~0,524 radian=30 g.g

folilame hal acitilik be

.k_l__ﬂllﬂtésakOX' a fllggeﬂen valtOoZO CIriCKCL 10K VaIll 1IV1yWituoityess 2]
¢l S igy
A u“ élly sin x)a 0 V4 ltlte[ Va“u“‘ban. nem HlOI\OtOﬂ é

szabalyt o ezért
téglany- 1k I > t
:z intlegrstﬂ ktli)zzlitéaér?ékét csak a trapéz-szabillyal, valamint a Simpson:

szabillyal hatéxozzluk meg.
A feladat megoldasdhoz sziikséges fiiggvényértékek kiszamitasa:

J(0)=sin0°=0; »(30°)=sin 30°=0,5; y(60°)=sin 60°~0,866;

(90°)=sin 90°=1; »(120°)=sin 120°~0,866.

249
TThe

Y=sinx
i
075t ™~
a5
1225[ / / /
YA/ s v/ e
Ut1g° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90° 100° 10° 120° 130° X
115. abra
II. Megoldds (Simpson-szabillyal): ’

h
I 3 [»(0)+4y(30°) +2y(60°) +4y(90°) +y (1 20°)] =

0,524
= T(O +4-0,5+2-0,866 -+ 4-1+40,866) ~

~ 0,175(2+1,732+4+0,866) = 0,175-8,598 ~ 1,5

II. Megoldds (integralassal):

T
2

sinxdx = [—cosx]¢ = —cos 120°+cos 0° =

1)
S|

= €08 60°+cos 0° = 0,5+1 = 1,5.

Megjegyzés: A Simpson-szaballyal — kerekitések utin — kapott érték
megegyezik a most kapott pontos értékkel.

T

2
11. Hatérozzuk meg az aldbbi integral értékét: [ Y1+ sinix dx.
0

Igazolni lehet, hogy az integrandus primitiv fuiggvénye zart alakban nem

patérozhatq meg. Ezért az integral értékét csak kozelitd modszerrel tud-
Jjuk meghatérozni.

w
4
w




Bl
<
0)

(5]
<
-
o

: 23 At 1.
intervallumot négy részintervallumra OSZUjux,

o

A

Iy £y

b) (117. dbra) I< I, = hIy(22,5°)+ y(45°) + p(67,5°) + y{(00°) —
) ) 2 5°)+ y(45°)+ »(67,5°) + y(90°)]

w N

7T
=—=0,393.
h=%
" I. Megoldds (téglany-szabéllyal):

AZ 1) lte ar ldus 0 - |'bell IIlonotOn 1 y a156 é fel (] kOIlétOt kapunk.
’ 2 ] g S S
gr [

A feladat megoldasahoz sziikséges fiiggvényértékek:

y©) = V1+0=1;

y(22,5°) = Y 1+sin?22,5° = ¥1+0,388% ~ ¥1+0,147 ~ 1,07;

-
~

ol e e
1+—=V1,5 = 1,225;
2

-

45%) = Y1 +sin245° =

II. Megoldas (trapéz-szabéllyal) (118. abra):

£V}
E4AN

I~I=h [@waz,ﬂ+y(45°)+y(67,5°)+ Y (92°°)] .
I =~ 0,393(0,5+1,07-+1,225+ 1,36+0,705) = 0,393-4,86 ~ 1,91.
YA

15

o5k y=V1tsin?x

' 77 2 ;

W A7/

675 7 g =

%

NN

$(67,5°) = V1 +sin® 67,5° ~ ¥1+0,922® ~ Y1+0,85 = Y1,85%1,36.

$(90°) = Y1+5in?90° = V2 =~ 1,41.
a) (116. abra) I > I, = h[y(0)+y(22,5°)+y(45°)+y(67,5°)] =
= 0,393(1+1,07+1,225+1,36) = 0,393-4,655 ~ 1,86.

g
Y,

0,5// Z ?
-

117. &
675° m abra

D
N
9
=~
&
o

'}

15

A\

125 y=Vtsin?x ‘M'
V000000

g
7 //////// ,////////,

NN

7

a75

a5

'22,5° 45° 675° 0°" X
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.

0

118. abra




goldds (Simpson-szaballyal):

. 1 1 1
y(40°) = — ~ ~ —

I~ —[y0)+4v(22,5%+2y@d5°) +4y(67,5°)+y90%)] =

AR

Vi+cos?40°  yY140,7662  Y1--0,59

~ (@%(1 +4-1,07+2-1,225+4.1,36 +1,41) =

= 0,131(1+4,28+2,454-5,44+1,41) = 0,131-14,58 =~ 1,91.

Mivel a trapéz-szabillyal és a Simpson-szabillyal ugyanazt az ered-
ményt kaptuk, mely a téglany-szabalyboi adodo korlatok k6zott van, fel-
tehetd, hogy 1,91 harom értékes jegyre pontos.

12. Hatarozzuk meg az aldbbi integral érickét:

/3
n : v .
I= f dx. A [O, ——] intervaltumot 6 részintervallumra
Py V1 Lcosx [ 3 1
| v
osztiuk. vaevis i = — ~ 0,1745
osztjuk, vagyis 1 s

a) I=1I = hly0)+y(10°+3(20°)+ y(30°) 4 p(40°) +
7 wRES TSN v TIACY TGV T

P
~ 0,79%4;

. 1 1
»(50°) = ~ ™ =
V1+cos?50°  Y1+0,644* y1+0,414
1 1

=

Y1414 119

~ 0,842;

[

o 1 1 .
y(60°) = —— = = = Y0,8 ~ 0,894.

¥1+cos?60° 1 V?
I/ 1+— =
4 4

=¥ &

= 0,1745(0,707+0,712+0,73 40,755+ 0,794+

©

OTL,

I. Megoldas (téglany-szaballyal):

A feladat megolddsahoz sziikséges fuggvényértékek kiszamitdsa:

1 1
y(0) = ————— = — = 0,707;
Y1+cos20° ¥2
. 1 1 1
y(10°) = - — R — - =
Yi4cos?10° Vi+0983  }/1+0,97
1 1
Y197 14
1 1 1
»(20% = ~ ~ =
Y1+cos220° y1+0942  y1+0,88
1
= — " = 0,73,
1,88 1,37
. 1 1 1
y(30°9) = R — ~— =
Y1+cos230°  ¥1+0,8652 y1+0,75
1 1
= =~ 0,755;
V1,75 1,32

w
B
(=)

= 0,1745-4,540 ~ 0,966. (119. 4bra)
Y,

74

% G /
W3 747, 777/, 77222, 7//77.77777, 77777
’ :/y//////f/////Al’//////A//////////////V//////

T

119. 4bra

b) I I = hly(10°)+p(20°)+(30°)+y(40°)+y(50°)+y(60°)] =

= 0,1745(0,712+0,73+ 0,755+ 0,794+ 0,842+ 0,894) =
= 0,1745-4,727 ~ 0,826. (120. 4bra)

w
s
~@




III. Megoidds (Simpson-szabdllyal):
h

~ y y y ~

<

C Py

”-4.?//

NN

2

ol w2 w° 4w o &

X

x 1) (121. 4bra):

0,1

745
= 3 (0,707 +-4.0,712+2.0,73 +

+4-0,755+2-0,794 +4.0,842 +0,894) =
0,1745

(0,707 + 2,848+ 1,46 + 3,02+ 1,588 + 3,368 +0,894) =

0,1745-13,885
= B —— 0,808.

- We_ew_
/

. Fizikai feladatok

I=I;=h J—120—)+y(10")+y(20°)+y(30°)+y(40°)+y(50")-i—

= 0,1745-4,6135 ~ 0,808.

YA
74 y= 1
’ 2 W
,fmx Am //
a7sl . N,
“ o777/ WWWW

%7

%

y(60°)]
|

I ~ 0,1745(0,3535+0,712+0,73+0,735+0,749+ 0,842+ 0,447) =

ralnak. Ezekte mutatunk most néhany feladatot.

W)

h
[~ 4]

025+

/

NN\
N\

N\

fa

0 w0 00 30°

121. 4bra

g
g

) 60° X

Gyakorlé feladatok

m
1. Valamely test a=10§ 4lland6é gyorsuldssal mozog. Hatirozzuk

meg a test dltal megtett utat és a test pillanatnyi sebességét mint az idd
fiiggvényét, ha x, a test helyét és v, a kezddsebességét jelentik a £,=0

id6pillanatban. Legyen x,=3m, és v,=12 =z .
s

Ha egy test X-tengely irdnyt sebessége a r=1, idépontban
vy, €s gyorsulasa mint az idd fiiggvénye a =a(t), akkor sebes-
sége ieiszoleges 7 > I, idGpontban

¢
?

v=0v()= fa(‘c)dr+vo;

Py
t

0

h? a test a ¢, id6pontig x, utat (elmozdulast) tett meg és sebes-
sége v=v(t), akkor a megtett ut (elmozdulds) tetszBleges
t>t, idGpontig
t
x= fv(t) dr+x,.

to




Amennyiben a gyorsulds 4ilandd, akkor

t

V= aat v(): to 0= 0 0>

a vy-t ¢ szerint integraljuk, akkor megkapjuk az Y-tengely
iranyaban megtett utat mint az id8 fiiggvényét

=

to

t t
X = fvdz+x0 = t‘[ [a(t—1t)+v]dr+ X =

to

— 1) t t—1,)?
— [a(l—f)—'kvo't] +xo=a—(—§i+vo(t"to)+xo-
to

A feladat megoldasa tehat:

v = 10t+12, és x = 5t2+12143.

To

v, dt = j (vesinx—gr)dr =
0

‘éa
Il
o |

—-iv Tsino—g 12]1 Dot sin o — 2 12
=|vgTsina—g—| = o—-=-12,
24, 2

Behelyettesitjitkk az allandék értékét:
5.=43,3t; s, = 25¢—5¢2,

Felirtuk a mozgasegyenletet. Ha most
kapjuk a test helyzetét jellemzod koordinitikat, ezek: s, (3) = 43,3.3 =

=129,9m; 5,(3) = 25-3—-5.9 = 75-45 = 3

. o

a vizszintessel 30°-0s szoget be - .
mozgast nevezziik ferde hajitdsnak.) Hatarozzuk meg a test helyzetét

Thajitas idopontjatél szamitott 3 s milva! .
azz tgst kezdgsebésségének X- és Y-tengely irdnya Osszetevol .mggh,a.
tarozhatok, ezekbdl az X- és Y-tengely iranyd elmozduldsuk is kiszamit-

haté.

m
= v, cos & = 50 cos 30° ~ 50-0,866 = 43,3? .

példul

|
|
!‘

Uxo =
i in 30° 5= 25—
vy = Dp sina = 50 sin 30° = 50-0,5 = S
A tact Altal a7 Y-tencelv irAnvaban megtett Ut az
A WWDL QllAl QL AT vviingvyay J &
t :
i t
Sy = j v dt = j vocos adr = [vyT cosaly = vpt cOs &
H 0

képlettel hatarozhat meg. ' _
Az Y-tengely iranyd sebesség pillanatnyi értéke:

v, = vyy—gt = vy Sin a—gt.

“w
N
(=}

a =—12sin 4¢.

. ”w r e m
Ha az id6t madsodpercben meérjitk, akkor a gyorsuldst Tben kapjuk.
s

. . 1
Megjegyezziik, hogy a 4-nek mértékegysége van {—|, ugyanis csak mér-
s

tékegység nélkili viszonyszamnak hatdrozhatjuk meg a szinuszat.
Hatérozzuk meg a mozgé pont pillanatnyi sebességét és elmozduldsat

. . Y e ’ r . r 2 m
mint az idd figgvényét, ha a £,=0, idépillanatban v,=3 — és Xo=0,
s

tovébb'fi a mozgd pont heiyzetét a 1=0,6 s idSpillanatban!
A t idOpontbeli sebesség:

-

i2 cos 47 +
it o =
[ 4 L ’

L4
v= [ (—12sin4v)dr+v, =
0

3. Legyen valamely tdmegpont gyorsuldsa az idének szinuszfiiggvénye, ;

= [3cos 47]4+ v, = 3cos 4t—3+3 = 3 cos 4z.

A test pillanatnyi elmozduldsat x-szel jelolve

t

x = f vdr+x,.
0




v helyébe a pilianatnyi sebességet irva €s figyelembe véve, hogy xo=
az elmozdulas mint az id6 fiiggvénye, az aldbbi:

! 3 B
x= | 3cosdrdr = |—sindr| = —sin4.
0" 4 Jo 4

A t=0,6 s id6pillanatban az elmozdulas:
3 . 3 .
x(0,6) = — sin (4:0,6) = —sin 2,4.
4 4
A radianban adott szoget atszamitjuk fokba, majd leolvassuk logarlé-
cen a szOg szinuszat:

2,4 ~ 2,4-57,3° ~ 137,5°.

N

3 3
x(0,6) = —sin 137,5° = —-sin 42,5° ~ 0,75-0,676 ~ 0,507 m.

_ 4. Barmely rugé rugalmas megnyulasa egyenesen aranyos

- b

nyulast, F az erdt jeloli). Mivel a munka az ero ut-szerinti——————
integralja, ezért ahhoz, hogy a rugé eredeti hosszat x,.-szal
megnyujtsuk, a kovetkez munkat kell végezniink:

Xmax Xmax xz Xmax D ,
W= 6[ Fdx = 6[ Dxdx = [D—Z—L = —z—xmx.

Tehat a végzett munka aranyos a rugd hosszusagvaltozasanak
négyzetével.
kp

Mekkora a D=6 — rugbélland6ju rugb 4 cm-es megnyujtisahoz szik-
cm

séges munka?

W= 7 16 = 48 kp cm = 0,48 mkp.

5, Mennyi munkat kell végezniink ahhoz, hogy négyszeres Foldsugar
tavolsagra vigyiink egy 2t tomegii {irhaj6t? A Foldsugdr R=6370 km;
a gravitacié alland6 értéke:

-8m3 3

cm?® 107 *m’
k= 6,67.10"8— = 6,67-10"8 ———— = 6,67-10°1 .
gs? 103 kg s? kgs?

(%]
n
N

A act e o 22 pLy e sl ” 2 ’
A test € a Fold kézott hat6 er a tomegvonzas torvénye
értelmeben aranyos a ket test tomegével, és forditva ardnyos
Mm
F=k—;
r

A munka — mely az erd ut szerinti integralja — ki i
Fold tomegét is ismerjiik, ami M =~ 6-10% kif ! iszmithat6, ha a

4R
4R
W = f K dr = kmM[——— -
R rlr
— l;nnM(_L,,gr_i\ ‘— LanASL 3
l‘ 4-R --,, ; NnNIrsivi 4‘k‘ -
Az adatokat behelyettesitjik, és a végzett munkat kiszamitjuk
m? 3
W= 6’67'10-11 -2-10’kg6-10“k —_—
kg s* £4.637-100'm
_ 6,67-9 . m?
= 710 ke —- ~ 9,42:10° joule ~ 9,42-10° mkp.

6. A testen végzett elemi munka a kovetkezd mddon is
megadhato:

dW= Fds = m%ds = mvdp.

A végzett munka, mikézben az m tomegii t
S _ est sebessé
v;-10] vy-re valtozik: & 5

vg 20
W= fmvdv: [@— ’=m~v§_’£’_§_
121 2 vy 2 2

A test mozgésmenn'yiségének a sebesség szerinti hatarozott
integralja a test mozgasi energidjanak megvaltozasit adja meg.

23 Integrélszdmitas
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2
= ——¢0s 3t,+—cos 3f; =
3 3

2
——2¢0s5 0,6 +— cos 0,3.
) S

A radidnban kapott szégeket fokba atszdmitjuk:

0,6 = 57,3°-0,6 = 34,38°;

0,3~17,19°.
Igy

2 2
I= 3 (cos 17,19°—cos 34,38°) ~ 3 (0,955 -0,825) =
2.0,13

3 =~ 0,0866 Ns = 8,66-1072 Ns.

8. Hatarozzuk meg a koriemez szimmetriatengeiyére vonatkoztatott
tehetetlenségi nyomatékat!

Ha a lemez sugara R, vastagsiga v, a lemez anyaganak siiri-

" , m , . ey T~
Legyen a test tomege 5 kg, kezd6sebessége 10 —, végsebessége 16 — ~ IRN
s 8 s/ ¥ AN
———A-végzett munka ekkor / P
PRTIERTY /77N
— = 2,5(256—100) = 2,5-156 = <
2 R
k 2
— 390 2™ _ 390 joule.
Sﬁ
7. Egy m tomegii testre az idoben szinuszosan valtoz6 F erd hat. Szi-
mitsuk ki a test mozgdsmennyiségének megvaltozasat, ha 122. 4bra
F=2sin 3t[N]; #=0,1s; ?,=0,2s; m=3kg.
f2 f2 2 tg
I= [ Far= [ 2sin3rde= [——cos 31]
t t | S 2%

tehit a teljes lemez tehetetlenségi nyomatéka:

sége o és a lemez tehetetlenségi nyomatéka @ (122. abra),
akkor egy dr szélességii csikjanak tomege:

dm=2rrnvdro;

ezen csik tehetetlenségi nyomatéka:

dO =r*dm=2r¥nvgdr;

R R
o) =_,’ 2r3nvodr = 71mgf ridr =
0 0
r*1®  2nvoRt R mR?
= 2ny, [—] === Rppo— =
27l 4 ¢35 =72
kg
fegyen R=20cm; 9¢=7,9——; v=2cm; 6=1?
dm?
Ry 247.0,2-7,9
6= 29= nz kg dm? ~

=~ 16-7-0,79 ~ 39,7 kg o

1__a Nnanm 1 3o
am® = U,3Y/7 Kg am-.

9. Hatdrozzuk meg egy korgyfiri

rgyuru a

1y

lakt lendit6kerék ten-
gelyére vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékat. A belsé kor
sugara R,, a kiils6 koré R,, a lenditGkerék vastagsaga v, az
anyag stirtisége ¢ (123. 4abra)!
Az elemi tehetetlenségi nyomaték az eldbbi példival meg-
egyezik, de az integralas hatdrai nem.
dO =2rinvodr;

23+
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e ™~
/ AN
/ AN
/ pd \
/ / \
Ry
R
123. 4bra
Ra R
8= f 2 nvg dr = 2nvg [;]I g
Ry LR,
2nvg 0 , 12 . no
- 4 2= I\1) — 2 2 1 a— I\y1) —

n(RE—RY v,
= MR Ry > D% (g2 RY).

A szorzat els6 tényezdje a test tomegének a fele, igy

&

0= —’;1(R§+R§).

Legyen Ry=1m; R,=12m; v=15dm; 0=79 ~; O=17

o (R3— R nvo (R PRI _ (122-10%~#-1,5-7,9

€ v & )=
2

= 2

A test tomegét kg-ban, a tomeg szorzotényezdjét pedig m-ben helyet-
tesitettilk azért, hogy a tehetetlenségi nyomatékot kg m?-ben kapjuk.

44.7-1,5.7,9-2,44
e =

> a2 2000 kg m?,

w
wn
N

19; Va]a___g]v th_OPIV mentian rioritatt tactra Sllandsl farontl
- _ . -AJ e Lb_':-’ ‘u:vl-l‘t\fl'l IV§L~:LV|& chbl‘\:‘mlﬂ:\l\l :\n au.’)
nyomatexK nat Cst tenetetiensegl nyomatcka &, a torgato-

maték .
nyomaték M, a test kezdeti szogsebessége w,, szoge pedig «,
ArO Socoheccdodt Lo alfardirlic i+ s780ét—min

O L4

az id6 fiiggvényét!
A forgatonyomaték allandd, ezért

t

0= f B dt+ w,,
0 .
ahol B a test szoggyorsulasa, amely a testre haté forgatényo-
matékkal és a test tehetetlenségi nyomatékaval a kovetkezd
kapcsolatban van:

M
R =
" e
___ FEzt behelyettesitve.
‘ ;
M M| Mt
w=(f—5dr+wo= "60-*'(00:6-4-600.

A test szigelfordulasat mint az idd fiiggvényét, w id6 szerinti
integralja adja:

t
o= fcodr+ozo =
0

0

[Me2 T Me?
=|A-+0)9‘EI -I-dﬂ: ~ +myt4a,.
l—z,. _Ill v U
= 4 = m?; @=2—; «=0,5

Ekkor

5t
= 74—2 = 2,5t+2,

5
= 71’+21+0,5.

w
wh
~




ahlrlatan +

11. Ha egy gz 4llandé hémérsékleten tagul, akkor tagulasi
_ munkAt végez. Az elemi tiguldsi munka:
dW=pdV.

A V,-18l V,-re val6 tagulds kozben végzett munka:

Vs
W= f pdv.

A giz nyomasa és térfogata kozotti kapcsolatot (allandé
hBmérsékleten) a Boyle—Mariotte-tdrvény adja meg:

C kapacitasi és Q toltésii kondenzi-
l

A kgndenzator T ]ét ugy m:jvel;iik, hogy az egyik fegy-

kazbet_l végzett‘ elemi munka dW = Udg, ahol. U a kondenzéator
lemezei kozotti potencialkiilonbség, amely a lemezeken levd
toltéstol figg:

q
U=+
C
Q 0
1 [q*)2
W=fqu=fidq=_[q_ -2
: . C Cl2j0 2C
Legyen @ = 10"*C és C = 3:10"°F, ekkor W = 2 = e =
’ 2C  6.107°F

774 f k V.—1lnV) =kl Y
=] 74 R ¥ vy 1p—inVy = XN g-.
Vi 1
= 9
1~ ’ 1= ’ 2= ) -

A Boyle—Mariotte-térvény aranyossagi tényezdje: p, V1 =10 m? atm.
= 101 ?0= 10In4 ~ 101,39 = 13,9 m?® atm.
A végzett munkit mkp-ba szadmitjuk 4t:
W = 13,9 m3.1,033-10¢ _Ik;p’_ =~ 14,4.10* mkp.

12. Hatirozzuk meg a pontszerii Q toltéstol » tévolségban
a potencidl értékét. A potencidl a tererosség r-t6l oo-ig vett

improprius integralj A pontszerii toltéstdl x tavolsagban
N 2
™ Q ak~1 1.__ O, 108 Cm ae NIZQA
a tererosseg. LE=K ——xz , anolL K=37°+1VU aZ NIRSA-

rendszerben

r.0 o]”
U=fk—x5dx= [—k7]' =

Legyen 0=10-°C (coulomb); r=30cm=0,3m; U=?
Nm? 10-¢C

U=9-10°
C 03m

= 30-10° = 3-10¢V,

w
w
o0

14. Hatirozzuk meg a szinuszosan valtakozé 4ram effektiv értékét!
Valam?ly véltakozd 4dram effektiv értékén annak az egyenidramnak érté-
két é.rtj’ﬁk, amely ugyanabban a vezetSben ugyanannyi id6 alatt ugyan-
annyi hét fejleszt, mint a véltakoz6 dram. Kiszimitésat ugy végezziik, hogy
négyzetének teljes peribdusra szamitott &tlagértékébdl négyzetgyokot

vonunk.
T
I —V ! i 1
err = Fft dt_= ?flosm"‘wta’t
0 0
i T a2 T,
:Tl//‘_: I"cin'ﬁ’h\t i—.illi r l_cos‘wi’,
¥ '_r(;I WEEEY v J =
9

Vag.yis a szinuszosan valtakoz6 &ram eﬂ'el_(_tiv értékét megkapjuk, ha
a maximélis értéket (az amplitid6t) osztjuk ¥2-vel.

W
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A csaknem 40 éve indult, igen sikeres Bolyai--

-konyvek példatarak sorozat uuaszuleteset eli.

Koziiiik eis6ként az integraiszamitast adjuk ki. .
A sorozat kényveiben a szerzok a kézépiskolai

‘tanuléknak, tovabba féiskolai és egyetemi = -

| "N 4 4 4 - .
haligatoknak adnak szerencsésen valasztott, -

béséges példat, kidolgozott feladatokat.
Kivanatos, hogy a feladatokat mindenki igyekez-

zék elobb analloan meaoldam es csak utana- .

,menetet a konyvben talalhato megoldasokkal
A sorozat harom témakort olel fel: a matematlkat

a fizikat és a kémiat.
E konyvben a szerz6 a hatarozottés hatarozatlan
integralokkal, az mtegralasu modszerekkel és -

~gyakorlati alkalmazasukkal (pl. -
szamitas, forgastestek terfogatszam’ tasa stb. )~—':

foglalkomk.

‘tSiskolai hallgatoknak és azoknak a kézépiskolas

didkoknak, akik a realtudoményok terén kivanjak.-

=




